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序

近代統計学の林染えの応用は、ﾡ近著しいも○がある。時寺に、関 

ﾡのある測定価の 卜的解析法は、林業において、広い応用ﾡ囲を 

持つものであるが、このﾡの問題を扱った統計的方法は、従末、 質 

的特性に関するものが主であって、 われわれに関係の深い、 量的測 

定値の解析法について、 述べたものは少なかった。

本書は、改学的説明をﾡ小段に留め、 主として生物学の例を用い 

て、功妙に、統計的解析法と、 その突際的な目的とを、 飛統的に脱 

男している。

円容は、解析法の形式に従って、 4部に分けてある。 オ1部は、 

7旧両法による、 運関のグラフによる推定法と検定法について説明 

している。 オ2部は、数値解析法というﾡ題で、分散分祈、共分散 

分析、 回帰分析法が簡単に述べてある。推定および解析の簡略法に 

開するオ8部では、・ 型値 の大ま かな組分け によ る 回渊の師略 推定

や、 さらに進んだ共分散分析の使用法についてﾡじている。 最後 

に、解析的計算法という表題の下に、特殊な問ﾡと解析、時系列解 

折、 多変量解析の8つの章が含まれている。時系列解析では、 相関 

係数と共分散分析とを用いる近似的方法を主として扱つている。た 

だ本書の記述には、 ところどころ不注意な点があり、 又説明に用い 

ている例は、 特殊なものであり、 その説明は、 はつさりと理解でさ 

aに6かかわらず、 充分な理諭的背景を持たないﾡ者は、 著者が考 

えているものと幾分違った例に、 本書に説明されている方法を適用 

する場合には、 困難を感ずるかも知れない。 しかし、 統的理ﾡ に 

ういて若干の知識があれ、 本書の解析法は、林業の脂問蹄の解決 

に、 有力な武器となるであらう。

なお、この訳は、当研究室の栗屋技Tの原稿に手を加えたもので

あるっ
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1 グラに上る 研究E Graphical AnalySis

1 . 1. 連ﾡという間出 FrOblem ○f association
関査の際、二つ火はとれ以上の量のmの関係について調べたい、場合がﾡ 

々かる。乙の様に してﾡ物の体の姿化ど独収する食物の量とﾡ係づけた 

り、時とと も に推移する 人口 の変化 ど調べにり、継済的変量が他の変量に 

s よぼす影響 で研究 し:りする。

普通我々が出合 う問地は 3 つの組に分類出来る。この3 つの内 どれか1 
つが必要なこ ともあれば、その会てが必ﾡな場合もかる。

1 連関の有無、さらに連関があれば連関の程度の推定

2 連関の型の推定 .

3 . さ らに進ん ば研究での推定された連関の利用

その個々の方法について考察しよ う。

しかし最初に次の点ぞつ き り と理解しておかわばな らない。即ち木書 

召述ている連関を間一る方法この3つの目的にﾡられている。( この 

方法は連ﾡのﾡ因についての情報む会然呈供しいし、劇査範囲ぞ越える 

ものについて地関状態につい、ての情報も与えないでか らう。)かゝ る情報 
\

は 連関の性質の仮定 に逃づいてい る か・或 それ と結び付け に統計解折に よ 

って求められるが、統ﾡ解折だけでは彼に立たない。契際、乙の様なこと 

が出来るな らば妙な ことになるだろう。 もしとう でかれば、例えば途中で 

記る件にかゝわりな4く 2000年間にわたるGreat Britainの人ロの 

予想が可能でか り、発生する順序或はその他の理由 にかゝ わりな く 観測値 

z"原因 "と" 結果" の 2 組に分け る 乙 とが可能とな るからでかる。

測定傾の連關を胭べてい るこ とや、とのような硏究は、連関の原因を調 

:たり、将来又、拡張された関の状態るさえ、予測する ものでないと

( )



いうそとは、とかく解折の途中で忘れ勝ちでかる。なんらかの連関 の起 

りそう 状態を知って、風因の祝求や子調"どもで さ る場合が曜々みる。 

乙のよう な 原因の探求や将来の予測は、研究 者の仕 事 に 属する ものでかる。

前掲の問ﾡのォ 1 は連関の有無を検べ ること でみつた。乙の段階 必要 

のない乙 とが多いであらう。2変量間に関係のみる乙とが分り、そして連 

関の型を推定するのがオ1の寝絡でみる。連期の有ﾡが分らなければ、2 
変量 そグラフにブロッ ト すれ ばその関係がつ き り と示され、地関の型の 

推定に直ちに取りか、る乙とが出来む。 しかし、乙の様な推定に先つて 

乙の関係の適切な代数学的表示法を判定しなければな らいので、どの様 

c研究でも、 オ1段階と してデータをグラフにブロッ ト して間べてみるの 

が普通である。グラ フの使用法については本章およ び次の 2 ﾡで考察し ょ 

う。

1.2. グラフと散布図

解折に先だって、デークそグラ フで調べてみれば不必ﾡ仕事ははよけ 

る 乙 とが多い。

グラフ2 つ以上の変量間の連関を間べ、その解折の仕方 を示す簡易な 

方法である。短的に云えば、ﾡ査者が次の様な状定そするのに役立つ。

1 データの統叶的解折によ り得られるものがあるにらうか、測定値の組 

が明らかに無相関でかつにり、その関係が殆んどなく、実際には重製で 

い乙とが度々ある。或は2組のﾡ定仙間の関係が、全然解折の必要のない 

程はつき り している乙 ともあろ う。

2. 観測値の 組 間 にど の 様な 連関があ る のか又、連関 がかればどの 様 型 

をしているか。

例えば、何んらかの連関があれば、その関係を表す手段として直線で充 

分でかるかど うかということどグラ フは示すであ らう。

a 解折ぞ始める前にﾡ調測のﾡ定尺曜を変えるとと。即ち変換又は観測 

値の/みずけが必 慶であ るか。例えば図の或る部分では散ば りがかな り大

いとか、成る変量のとる範囲が、別の変 駐 の値によつて変るとい う様な 

ことがみる。どちらの場合でも、邪折を正しく 行う には、変換火は、同え 

らかの重み付けが必ﾡである。

4 どの様な観惻価を硏究又は棄却する必要があるか。グラフ上の或る点 

から離れておれば、この様な視測値の妥当性、さらに妥当とみなした場合 

に、解折に不当な 影響 ぞセよ ぼすかどうかぞ 考楽 してみ る必要が かる。

データをグラ フで劇べてみる ことが色々 面で役立つている例を 1 図〜 

4図は示している。

1図は一定の期間において漁船で得られた越測価ぞブロッ ト したもので 

ある。乙れは補獲しに時点におけるニシンの漁獲高とCalanue ( ニシン 

の料 )の数と ぞ示している。これニシンの漁ﾡ高 と Calanus の数と 

のﾡ係を調査した時A.C Haray 等の集めたデータの一部である。両者 

の 加 係 は 明らかに 有意 でない から 乙 の 関係 を推測 或は 検定 する ため 脱 測値 

z解折してみて も無駄でかろ う。しかしょ り広般な調査の一 部と考えれば 

迎つた条件におけるニシンの漁ﾡ高の指機と してのCalanue の数の信頼 

度 を示すため、この ﾡ期値は 他 のものと関連させて 使用 されるでかろう。

脚足債間に明 らかに関がかる場合の 2例そ2 図は示している。2 a図 

にけ、千草のﾡ木に 含有 されている 可溶性硝酸域の 百分率が ベ ブ シン処理 

後の可溶性的破の百分求に対してブロッ トしてかる。 (A.J.Barnett 
のデータ )この関係は殆えど直線性でかり、直線で充分表示出来る。しか 

し、曲線によれば、との連関はもっとよ く表示される乙 とが暗示されてい 

る。若いネズミのヘモグロ ビジの百分来と総体ﾡの百分来で表わしに心ﾡ

( 4 ) ( 5 )
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ユ 図 Calanus数に対すろニシンの漁穫高

の重量とのﾡ係そ示してい る 2b図で正しく その通りである。 (M・Rd一 

ohard.A.Greigのデーク )、乙の例では、直縦士ﾡ測位間のﾡ係を衣 

わす形と しては明 らかに不通切な ものである。

3図、3～14 才の判の子の体重に対してブロ ッ ト した基本新隊代謝 

量z示している。乙の場合には、乙の関係は直線で表示出来るけれども体 

重の増すにつれて散ば り が大 き くなつてい る。したがって測定の尺度 を変 

えるか、政じしろ、その信和度に従つてﾡ調仰に重みそ付けることz、 

解折そ始める前に考察してみる き でかる。

4図けは、1 才 児の頭 と 胸の 周囲 eブロッ ト したものである。中心の 周り 

に点は巾広く散ばつているが、特に3つの点が中心から離れている。その 

1つ、3 1. 8cmの胸囲、2番目39.2cnの頭の周曲、3番目、胸囲 

4 9.0cz、頭の周四50.2cmの点でかる。乙のような場合には観測値のと 

り方が正しかつたかどうかぞ、まず考えてみる必奨がある。この場合には 

異常な 観測 値 を チェ ック で きた し、測定 お•よび 写し に は 会然誤 りなfかつ 

ニ。そこで、こらの設測価ど解折に使すべきでかるが否がについて考 

叁する必要があつた。もし、これ ら をその まゝ にしておけば解折に术大な 

彩響 をお•よ ぼす 乙 と明 らかでかる。測定位か 1 つだけで梨常価ぞと る 

初めの2点は神にそ うでかるし 3書目の点はﾡと胸の崩開が大きいだけで 

みって、他の点ﾡ散布図の中心から難れてらす、連関の傾向とかなり ― 

致している。 ょつて初めの 2点ぞ解折の際葉却するこ とにする。

どの観則飯 を棄却するか を決める には、いろいろと考笑してみけれは

6ない。観測の施行や或は記録に疑がある とか、とら:位が央常なも 

のと考えられ、正常な値の貿折に関係なければ、楽式する。大低の場合、 

•3」値を棄却し、 いでとれらが伸然変動の結果品つたも の と して 

生じそう もない種、極端な価が否か を 演定出来るで あ o う。この方法につ 

い、ては後で考えるととにする。

1a. 尺度の変換

データの除味、解折を簡単にするのに尺ﾡの変換は役に立つ。一般に要 

求 される こ とは散布図の各部分の点の散 らば り か等し く な る松に尺度 を変 

するて とでみる。そ うすれ ば次 の作業で 各战則 値の 精度 の 相違 を考慮す 

,(ははない。例えば3図では場地所によつて点の散らはりが違っている。 

教 布図 癌くのに基本新N代謝量と体重の対数ぞ使えば、5図が得られる。 

乙 の図では点の散 は り は一ねになつてり、二変量間の関係は板めて直線 

に近くなっている。

しにがつて解折けと う若労しな くても行うと とかでさ 8。

測 区尺度の変換に よ つて得 らnれるォ 2 の効果、二変量曲の連関 を表わ 

ナにめに使われる関係の形がN純になる乙とでかる。例えは、2b図で蘭 

定値の対数を使えは； 6図が得られる。その場合、曲繰性は殆んど無く

( X ) ( 7 )



一

り、もつと詳細に関べてみないと曲線がとの嶋係を一瞬 よ く 表示してい a 
かど うか言明する乙 とは不a能でみるが、直線が使えればとの関係を表わ 

すことができるでみろう。乙の問地 6書で考築する ことにする。

測定値 目盛 の決定は、連関の解折に 欠く ことができ"い ものであるがか 

な りの欠点もみる。目盤付け を考慮する のに失敗す；Hほ期折の際偏 りが生 

じ、ヌかる 目的のめに用い られ:目盛別の困壁性の生ず る原因 と も u 
る。目盛付けで品る問ﾡについて 1 0 章 で考察すると とにする。
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5 図 男児の体重の対数に対する新陳代謝率の対数

Dependent and independent1.4. 従属変量と独立変量 ごvariableS
みる変量が別の変量に従属している程ﾡ、状態を決定する必型のある場 

合が多い。例えば』長に対する体重の関係を求め、いろいろ身長に対す 

る体重を千蘭したい場合を考えてみる。この場合、体Iは従属変量、身長 

は後立変量といわれる。

2 つの変量の関係 を図で調べてみたにい時には独立変量が同 じか、略同じ 

観測値の組の平均&使う と側利なこ とが多い。例えば4 図に示してかる観 

備係は、胸開 442.。 c"以下、 42.0〜4 2.9cコ、4 3.0〜4 3.9c= .. 
4 9. 08 以上の組に ま とめられ、ﾡの/囲と胸開のﾡ係を示す グラフ ビブ 

ロ ッ ト するのに 各組の 平均 ど使 う こ とが出来る。

7図乙の係ぞ示している。

観測値を頭の刷囲によ り組分けすれば、通つた線が得られ るこ とに注意 

せょ。頭のルﾡに対する胸ﾡの関係を示す繰7図に点線で示してかる。

つ O

ﾡ受の対殺

/80

A70

メ60

/50

A40

A 例--4-!ー
一(2 -020 -Q4 -0Ic -02 rO -2° Q8の.

6 図 若いネズミのへモグロビン百分率と心臓重武の百分率

( 8 ) ( 9 )



乙 の 2つの線の区別は特にﾡ要であ り 次章でもつと詳し く 考ﾡしよ う o
乙の方法で観ﾡﾡを組にまとめた結果、2つの際者が起る。 オ1に組に 

ま とめられる観測値の範囲が大きな ものでか り、2 変量の剛係が極めて 

曲線性の強いものでかると、平均した値はその関係の形について娯 ま つた 

考えそ抱かせる。しかし、乙の様なことは突際に稀でみり、 通常平均す 

ることによつてその関係が著しく歪びﾡな乙とは品らない。 オ2に、平均 

ﾡは特にﾡﾡ数の違つ二ものから求められていろので平均仙の不正確性 

簡単には評価できない。例えば、5図で点は 5～34Mの微御位か ら求 

められている。この結果各点の精度はまちまちでかり、その線のもつ、は 

つきり した特性の信頼度 を砒める乙 とﾡしい。オ 2 の障害を除く 一つの 

方法は観測数の 等しい組 にま とめるととである。例えば観測 値 を大 きさの 

等しい5つの組に分割し、各組の平均を便 う。乙の根にしてﾡられた5点 

からな る敢布図は余り 複雜でない観測値間の連関の形態 を判定するお合 に 

待に 役 に 立つ。8図は4図のデークから求めに5点からな る 線 を示して い

る。この例では各点は約2 3仙の製ﾡﾡか・ら求めたものである。

二変爆間の直線的連関を速かに検定 し推定 し う るのが 5 点か ら な る欄 を 

使う長所でかる。例えば2細の測定価間に会然関がfければ、一様に上

政は下除す る 乙 とが 5 点から な る線でﾡ られる機会は 3 0回に1回 ょ り 

少い。したがってとの根な上政は下降が観られゝ ば、測定値間には連川 

があると傕信できる。8図に乙のように胸ﾡと頭との内に連関がかる 乙 と 

示 している。

4 図に関連して と られた7 図、又は 8 図は 2 組の訓定仙間の係が直線 

で充元分表わせるととそ示している。乙れらの線の方程式は、4図或は8図 

から直接推定できるが、出来る喋り正確にしにいならば、数価解折な4m 
で説明する方法で行う。

7 図 胸囲に対する頭の周囲の関係( ------ )と 

頭の周囲と 胸囲の関係 (--------) を示す球

8 図 胸囲に対する頭の周囲の関係( --------  )と頭の周田

の関係(------- -)を示す 5-pOimt line
(0) (卜l)



l 5. 重連関を示すグラフGraphe ehowing multiple asaooi- 
ation
時には1 ﾡﾡのﾡ定ﾡと数ﾡ頻の調定仰との巡関を調べにいとともみる。 

例と してﾡ頻の収穫前の気過と降水量との関係を調にいとする。かハゝる 

場合にけ、最初のﾡ定ﾡを他の各ﾡ定ﾡとどの様な関係にかるか他の 組の 

消定価が互に どの様な関係にかるか、あらゆる紐の観測値 と解折に使 う 

必 ﾡが ある のか即ち、どの期定ﾡが不ﾡでみるかど考製してみる必要が あ

る。

オ1段階と して普通は観測値を対に して相互にブ ロットする。例と して 

頭の周囲が体承と胸囲と どの様な関係にあるかを知 り :いとする。4 図の 

様に胸囲に対する頭の周囲、父9図のﾡに体重に対する頭の周囲、体重に 

対する胸囲をプロ ッ トする必送がかる。乙れらのグラフ そ調べてみる と一 

般に他と一致しておらず次の硏究では除外しなければならぬ観測値が分る。 

前に4図に示したかけ離れた規測値と同じく、 9図においても、体重の福 

く 小さい処にかけ離れた観測値が I つある。これ 9 a 図では特にはっき 

りしており、次の解折では除外した。

前 に も指摘 したﾡに、築却すべ さ 観測做 を決め る に はいろ いろ と 考察 し 

て みなければならない。数組の観測値 を 同時に考える場合にはある ﾡの測 

定位のかけ 離れ た 値が 他種の 測定 値の 対応す る位との 不一致性 を示 してい 

る か否か を考察 してみる 必要があ る。乙 れに他の観測値の組の どれ か―•っ 

のかけ離れたﾡで説明出来るかもしれYという 乙 とでかる。或は連ﾡの形 

に 関す る 特定の仮定 と 一致す るかもしれ"い。例えば 乙 のかけ 離れた 観測 

値 は、体重 はぬ開と、胸 四 は 頭の 周 四 と相関が»る が休ﾡは頭の 周 四とは 

間接的に しか相関がない、とい う仮定 と一致してい る。乙の型のかけ離れた

2

田 勿

。③ooo。 ○
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©)

8 c

イ本 車

oS 
。 o

8 あ
③= 3線箱

9 図 体重に対する頭の周囲と胸囲

(13)
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点 け解折によつて得られる 結論 に 明らかに重大 影響 ぞお よす ・ 間接的 

であるが胸開と両 測定 値間 の相関 の頭のル囲 と 体重 との 間 に 相関が ゐ る と 

認めれば、9図のかけ離れた点は解折に含せてもよい。しかし、この場 

合 は各測定債の関連状態そ調べ る のが解折の 目的でかるから、その影響 z 
選けるため、解折の際 に かけ 離れ に観蘭価 z楽却す る方が良い。こn 
最初の解折が終ってからさ らに謝べてみる。

ある組の測定値と 他の組の ものと の関係を別べる時のオ 2 段崎と し て 

2 組以上の もの を向 じグラフ上にうま く 表わせるかど うかそみてみる。例 

え ば 1 0図は各小児の体重ぞ 0〜41: る数字で表わして、商開に対する頭 

の周開2ブ ロット しものでかる。乙の図表に各小児の体頂、頭およ び 

胸の 周囲が示 してみる。重い体重の小児は頭セよ び胸の M開の大 き な:小児 

であ り、頭の周開は体重火は胸囲そ使つて予測でき るが、乙の両者には密 

接連関かみるか ら、両者を使つたと しても得 られる %の少い乙 と が分 

る。

1 1図には、3祉のﾡ定ﾡで示すオ2の散布図の例が示してみる。この 

場合にU・ S ・Aの4 8州にコロンビヤ地方そ加えたに1 9 4 0年におけ 

る御 ( 全部で 49点) を点は表わしている。ブロ ッ ト してかる値は仙人当 

りの収入の対数( ドルN位 ) と各州の労の人口の百分ヤでかり巡つにﾡ類 

の点は有色人種の人口割合の装わすのに用いてある。乙の場合にヒ、有色 

人ﾡの割合のﾡい州の仙人当りの収入は他の州に紋て低く、したがつて 

労 伪 人口 の 割合 や 有色 人種 の 割合に ついて の 観測値 は 個人 当り 収 入 と 同時 

相関のある 乙 とが分る。もちるん、この2つの蘭定ﾡがM人当り収入の変 

動の原因 と な つてい ること そ意味するのでは な く、その指標と な る に過 ざ 

ないそ とそ乙の乙と 意味しているのである。

(
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收
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1. 6. 時 系 クリ TimeSeF-eS
一連の観測値が違つた時点でと られている時、乙れらの観測ﾡ時系列 

を成すといわれる。2つの主目的のために時系列は使われる。将来の状態 

の子想を目的と して、御がされた変量の変化する傾向を考ﾡするために用 

いられる。或は、みる時系列の観測ﾡの変化が他の対応する変化とどの様 

年関にみるかそ脚べいと ともみる。例として、みる期間( 年 )観測し 

に製物収量と、乙れ らの年にけ る収懐前の平均気泡と降水北との連川を 

調べたいとするa

・の連題の場合と同じく、時系列を調べるには、 ずグ?"."

てうけxらない。一般に、ﾡﾡに時点むと り、各時点の爛測値を 

可面隔3協よ協にする。1 2図は対数目ﾡでブロジ トした 2つの時系列 

つ例でみる。

・ 2a回は大体一つのA向が・らつている時系列を示している。しかし、 

1 2b図は一般的仙向に月による評価山業い、変動が加々つて、季協的変 

•か極めて大きな時系列を示している。どちらの場合でも、この地初にフ 

コント したもの時ﾡ列の特性ど示している。

5系列となす2組以上の越ﾡ傷間の逃間を詞一たい場合に、時点によ

"ケ ジン 3ePt.Dxc "さ一 7on "teMarJtれ3ドt と /-Jan Set 0c 卜hrut SPe Poc 
タョ /a? as "夕7

12図 a、Kingdom における発電量 .

b、North Seaの南部地区での10時間当り

= シンﾡ穫高 ( cwt )

るﾡ化を研ることができる様に、 ます同じグラフに時系列ぞブロジ ト し 

てみる。乙の様な仕方よ り て どの様な連閲があるかが示され る。例え、

a 図の時系列Nの聞い、づれも主と してこn ○の系列に共通"季節的 

変動のためでかるととか分る。

乙 れとは逆に u.e.A.=x" 8肥料賞んとﾡ在的神費指数( 農家の机 

α入を化学製品の御売価格指数で除して間つにもの )を示すナ1 ・図の系 

間の迷闘けは主と して共通な傾向のためと考え enれa。こ の幽 を詳組に協 

おしてみると肥料消費品は制収入に時間的ずれていることが示される。向 

.定り(の谷は一致しているが、消費高の頂点はいづれの場合でも収入の頂

Aの一年後に思つている。

し匚がって同一 年度の粗収入を使って肥料消費協は予測で ・ るか、前年 

なの組収入を考慮すればこの予測は改良される乙とがこの図の検时によo 

cみる。もっとはっきり した結論に到達するには、さらに 測査と解折を行 

・aitnenい。enにtか.、クらナグラフの』をかりてダータをﾡ面 

に予め吟味する だけでも得る 乙 とが多い。

(I6 )
(I7)
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の価格で表わしてある )
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2 クラによる推定 GraPhiCal Estimation
2.1 グラフセ使つての推定Eetimation ueing graphs
2 つヌはそれ以上の変ﾡの関の形の数学的即ち代数学的表現る求め 

にい場合が多々かる。これグラフの助けを情りて行える。完全な統介的 

解折によつて推足される関係の形むるのにグ フは使われる。しかし、 

時には2つ又はそれ以上のﾡﾡ間のM係を直ﾡグラフから推定でき る場合 

もみる。との万法ぞ本ﾡでは考終する。

2つ以上の姿量間の連関の過当な衣むグラ フ ぞ従つて推定するこ とは 

完会な続解折よ りは一般にm度は低いが、大低の目的にとって充分間に 

合 う箱度に達 し得る場合が多い。グラフ そ優つて求めに子ﾡ的推定価は さ 

らに新 しい関査や或は完全な統計的解折の有効度 を; 汁る ために用い らa 
場合が多い。

グラフによ る推定値の主な欠点 は その主観的性格 にある。人が選つ り、 

人は向じでも場所が違うと同じデータから炎なつに推定価がひさだされる。 

通常、乙のﾡの不正確性のみるこ と ど知 り、 終的結論で下す際なん らか 

の納的をすれば、乙のこ とは問地とはな らないでから う。

父際には グリ フによ る推定は完全な統計的解折に較べて遙かに迅速で、 

附度も研しい推定方法でかるといえる。しかし、関係で推定する 確実で 

迅速なやり方を決めるととは不可能である。

したがつて本章は図形的推定方法におけ るグラ フの用法について 2、3 
のヒント そ与え る に過 ぎな い。

2.2 . 直線的関係 straight line dependences
直線的関係 を推定す る I に は、従属変焼 と 独立が駐の区 そ念頭 に おか

(I9)



わばならない。 1.4.節に例示してある様に、どの様変量の組についてか 

相互の従属閲係を示す 2 本の線が存在する。互に他の変量を正確に決定で 

き る様完会対応関係が 2 変量間に存在しない限 り、この2 本の線一 

致しないでみ ら う。

乙の様場合変量間の連関完全でかるといわれる。 しかし変量間に完 

全連剛がみれば、従属関係の推定には全然問咫は起らず、通例2つの従 

旗関係の区別が必犯とな、 ら う。

みる変量てに対する別の変量Yの従風関係表わす線Xに関するYの 

回帰線 と 呼ばれて いる。xのどの様認測位に対しても 回増線 上にY の対 

応す る期待価が 存在す るでみらう。勿論、Yの側々の ﾡ測価は 回帰線 上の 

期待値 と は一致し ていいかもしれない、乙 の差 を回那線 か ら の偏差 とい 

われる。1 5図は直線回帰と乙の線か・らの偏差の例でみかる。線より 上にある 

観測値は正の偏差、下にあるﾡがﾡは負の個差そもつといわれ る。

さて図形的に回ﾡ報 を推定する場合の規約について考察し よう。広く使 

われている3つの規約、1) 回ﾡ線からの側差合は0である。2) 回 

ﾡ線か・らの偏差の各象ﾡにおける和は0になるべきでかる。3)回ﾡ線は個 

整が域小になるﾡに、特に大きf個ﾡを波す様に定めるべさでかる。直線 

回帰、曲線 回帰のいづれ を推定する 場合 に も こ の規約は用い られる。

乙の規約の応用例と して 1 6図を考えてみる。

直観的が 1 6a図に示してある。 オ1 回の当てめが 16b図に示して 

ある。と の大略の当てはめには多く の不備の点があ る。線の右端にある大 

a な負の偏差は他の ものと釣合がとれておらず、又正の偏差は線の左端に 

存在する だけ で ある。この不備 e除くに 1 6 ○図の様に線の右端を下げ 

左端を上げる必ﾡがある。乙の線かな り良 く点と一致しているが、線の 

右端にあろ大き 負の偏差を滅す乙 と にはな らなかつこo
(2l)



回線の域終的近似が1 6a図に示してある。その時に上記の規約 

全て考慮されている。

勿論、突際には何本もの級をﾡく必要けなく、普通良好な似は上記の 

規約が満される まで、用紙上で物指ﾡは糸を動かして求められる。

K線が多数の観測飾に適合している呼に仙々の観ﾡ価は重要でなく 

る。普通、当てめは 2以上の段階そよんで行な うの が段 も 良い。

観測値の組の中心点が初め に求まれ ば、乙 の線比較的に小数の点 に も 

当てま る。特に 14で述べたね五点図表が、報型関係そ推定するため 

に使われる。勿論乙の様図を作る時正確平均を叶算する必要は く、 

乙 の平均簡単に判定でさ、図上につ きりと示されている。

1 7図は4図のﾡ蘭価に、胸四に対する頭のﾡ開の従属関係を示す直線 

e当てめた例である。前に示した様に胸明で点を組にした ものの大体の 

中心2表はす5点と観ﾡ位と e 1 7 a図示している。乙の平均点に大体 

適合させた直線を 1 7 b 図は示してお•り,1 7 ○図元の御位に対する 

同一直線を示す。

この様な当てはめを行う時には、大きな偏差を決め、乙れを考庫する乙 

とによ つて どの様に当てはめが改善 されたかそみ る ため、常 に元の観加価 

について当てめに線を調べてみる様にする。 17○図において、3cr以 

上の偏差は、価か2ﾡでかり、乙れ相互に相殺される傾向がある。当て 

はめた線を再考してみる必要は全然ない。

普通にはその会過程は同一の図で行われる乙 と に注意せよ。平均点は 

南く書さ、後で消す様にする。

直線を当てはめた場合図からその方程式を求める と 便利 である。cれ 

次式: で決定する のが被 も 償利 でかる。

Y-Yo=b(x-X。 )

(22 ) (23)



b直線の傾さ、Xo,Yo, 直繰上の任意の点でみるが、中心に近い 

点が望ま しい。例えば1 7 b図、1 7 ○図の繰は、胸開の 1 0cx増加に対 

し、頭の周開が3.4c増す乙とそ示している。故にb=0.34 でみる。こ 

の線けは点( 44.00,45.55)そ通る。したがつてその方程式け、

Y= 4 5.5 5 = 0.34(X一44.00)
即ち

Y = 0.34X + 3 0.5 9

2. 3. 曲線関係 curved line dependenc°s
直線閥係の推定について前命に示し規約は曲線関係の推定にも同様に 

適用される。しかし、従属拠係が曲線の場合にさらに考察をﾡする。

ォ 1 に当てめ られに曲綱 における型ま しい或は可能な 複雑性の程度 e 
常に考える必がある。例えば、2.3.4,図では、当てはめた線は心: 線では 

ないと しても僅かに変曲 した線であって、これらのいづれにおいて も域大 

或は最小点をもつ曲線は必要でない。

ォ2に考察する 乙 とは当てけめに曲線の代数式そ求める必奨があるか否か 

である。% し必要であれば当て はめてか らその方程式が簡単 に求め られa 
様な曲線を当てはめるきでかる。方程式 を求める 必要がな ければ前節の 

方法で当てめそ行う。

例として、16 a 図 に示す点は雄大点 を もつ曲線 で当てはめるべき であ 

る と決めにとする。

オ1段階として撤大点のﾡちる大略の位置そ決める。この場合、この点 

は明らかに図の上部にい二点の間に存在している。1 8図の様に、曲綱 

の略図 e摘く。

曲線る当てめ、その方程式を決める には予め色々 方程式に対応する 

曲線の型ど知つておらねは らiい。しこがつて曲報試行誤法で選合 

せしめらnれる。例えばも よ く 便用 される 方程式は二次式 で ある。

Y=o+bX+ ax?
即ち

Y=e+a(x-d )
乙 の 曲線 は点( d , e ) にいて唯一の地大火は小価 た もってい る。 

曲線は乙の域大火はﾡ小価で中心と して左右対象でかる。即ち一方の側の 

上と同向 じ速度で他の側で下除している。

量aけ乙の上昇火は下除の割合む決めaの大 き い程曲線の変曲性は大で 

ある。a の正の値 は最小点をもつ曲線や衣わし、負の価は地大点ぞもつ曲 

教を変けしている。 16a図の観劇価に二式«過合させたい。これは 

1 9a図にも示してかる。

才1段崎として地大点のﾡちる位峰ど推定する。

こ のため に、機略の線油く 必要がかる。1 9b図この様にして書い 

fに線の例を示す。この場合地大点( 5.。 2.5 ) の近く にある。しがつ 

て方程式は概略

Y=2.5+a(x-5.。 )

であ る。

--・-ォー--。--;-----3----) 一

1 8 図 回帰曲線のあてめ
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さらに曲繰( 0. 0 )点又との近く を通る と 考えられるので a の近似

値は次式から求められる。

0 = 2. 5 + a ( 0 - 5. 0 )2
即ち

a=-1
したがつて曲線近似的に次式で与え られる。

その曲線は 1 9 ○図に示してみる。負の偏が正の偏差よ り大き く なつ 

ているとはいえど、との曲線は良く 当てはまつている。この場合、最大価

少しにずらして-右方へ 0. 4 -ﾡ単に修正 さnれる。したがって 方程式は 

Y=25+0.1 (x-5.4 )
とtる。

これ 1 9 a図に示してみる。

勿論上記の方法で行つに当てめ、 もちろん 当てけめる曲線が複雑でか 

nれば、時間がか、る。

当てけはめる曲線の方程式セよ びその特性が分つてい a と 当てはめは非常 

に楽になる。当てめるべき曲線の型を決める場地合に役立たせるため、曲 

繰の特性ついての説明そつけて2 0図にその例が示してかる。この図そ谷 

考すれば、当てはめるべき曲線、当てはめ方ぞ決めるのに役立つでからう。

2.4. 多変量閥係 Multiple dependences
多量関係の図に よ る推定法は複雑でかり、ﾡ々の従属間係そ推定する必 

ﾡかかる。しかし、従属変量と仙々の独立変量との関係ぞ遂次推定して行 

くだけでは充分でない。というは乙れは会体にわたる関係で示していない 

からでかる。乙れ独立変量が相互に連関しているためである。例えば7 
〜 1 0才の小児は 1 年に平均 5ポン ドの割で体重が増 し又、乙 の年令の小 

児は身長の増加 1 cn当 り1ポン ドの割で体重が増加す ること が分ってい る。 

しかし、1年間に身長が6crのびた小児は体重が5+6=1 1ポンド増す 

と考えるのは正し くないでからう。乙の場合身長と年令には連関がかるか 

ら、これらの2因子は体重に対して独立でい。身長と年令を使つて体

«推定したいな らば、新しい従風関係を計算すべさでかる。

一般に多変量関係を推定する に次に脱明する二つの方法のいづれかで

(26 ) (27)



し b

/\
行う必翌がある。

一(クニタ式

ゲ = e+乙(x-)ス

ﾡc42)-口して条

乙t祭のヨ522示す

二 々式
・<+ と(てーメノンみこ

ピさ特! よ 发归点 し, e)!-向してミ •ゃ 
b=くムー)二お け た 勾配.

イ次式
y= e 十a y )メ+b(x一4)+c(z-Z) 
=3フ の登大スは阪小横申っﾡっ平 
三 ごの及ﾡに対応する合ﾡの

ら =* c352家-ysae
〃 = ほ部ﾡにわいて曲線が下隣する例合

ヌ曲探

a =クe+bICx-&) 
ズーαはﾡﾡう向の津ﾡ近 
タニー は 不平う向 の 消称T 然.
P = ﾡr江宋 ハら 曲祭 まての心

指数条
4=2+d42-7そ

4=eは水平う向のﾡ立条 

曲条と清r祭向の 距諸は そみユだけ 

の加に対しギ減すろ.

ﾡ < =。 におけ ろ 祭 と 済 線 向o 
Eﾡはとてある。

a =eb-4c3 Cx-&) 
と=乙は翌直方向のォ奈

3はそーユが0倍される象にcb 
たけ減小する.

と= a+e○時 =e

20図 曲線の性質

(29)

Yが従属変量、X1、X2、X3 が 3 つの独立変量ぞ衣わすものと し、 べの型 

の方程式を当てはめたいとする。

Y=f1(X1)+fa (X2)+fs(Xs)
f1(x1),f2(X2),f3(X3)夫々X1,X2・Xs の函数でかる。"

*由 例えばX1 の効場がX2神の仰によつて変る時にはX1X2,X1°X2, 
xix2x。 のBﾡの形が必製こともかる。この方法について 

6.4節で説りするこ と にする。

乙ゝに、例として3つの独立変量どとつにのでかつて、3以上でも、又 

以下であっても同様に行えるのでかる。 の 2 つの方法のいづれか一法な 

用いて当てはめ行うことにする。 オ1の方法一般的に使用できるが、 ォ 

2の万法多変量のﾡ型関係の推定に叫られてい 8。

1 まづ変量Yな一つの独立変量X 1 と関係付け、従魚関係で示す方程式 

Y=β1 (X1)
と推定する。

回帰線からの個ﾡY- ゅ(x1) ex2 と関係付け従属間係を示す方程

式 Y-#1(X1)=$2(X2)
z推定する。

次に個推Y- $1(X1)一$2(X2)をX2 と関係付け、最後に、 

x,,xのx。と関係の"い、量Y-f1(X1)一f。(X2)一f3(X3) がe 
a+で. x1,X2,X3 等と順関係付けに優差を財算する。この様にすれ 

ほYとX1,X2,X3 との従厲関係を表わす方程式

Y=fi(X1 )+f2 (X2)+f3(X3)

(39 )



が付られろo
2. 変量Y,X2,X3を独立変量の一つX1 と直線で関連させる。従風ﾡ係 

を表わす方程式は

Y = aix1+b1
X2= a2X1+b2
X3= a3X1+b2

側ﾡY-a1X1-b1,X3-a3Xュ-bs e x2-a2X1一b2と 関連 

させ、回分線からの偏差Y- ○1X1 -d1X2一 A1,xs - ○aXi -daXa 
-e22推定する。x1,X2,X3 に対するYと従属期係を表わす方程式を 

求めるため、乙のﾡ芝のオ1 の組を才 2 の組とﾡさせ る。

21図 Cに対してI-3.4L+2,7をブロットしたもの 
. (30)

このオ 1 の万法曲線で表わされ る従属関係に順次近ずけて く ゃので 

みり、 才2の方法は柳型則係そ直接推定するものでみることが分る。従属 

関係が線型でなければ、当然才1の方法ぞ使うべさでかる。 しかし、従属 

物係が探冕であれば、どちらの方法も使える。一般に後者の方法け迅速で 

みり、独立変量が互に連関してれば信ﾡ度高いものでかる。

この万法の応用例を示すため、11回に示したﾡ係ど考業しよう。 (人 

M型りの収入 ) の対数 エ ざ ( 労のカ人口の百分ボ ) の対数L と、黒人の百 

分0に対して次の繰型方ﾡ式で山迎させたいとする。

I=aL+a2C+a3
いづれの方法によつたとしても、 オ1段階として、 IとLな関進させた 

方程式を推定する。これは2.2に述べた方法で1 1図から求まる方程式は 

ﾡ似的に

I= 3.4L一 2.7
とる。

オ 1 の方法を便つたとすると、 エー3.4L+2.7 そ○に対してブロット 

する。このブロッ ト した点が2 1 図に示してかる。と の 図から 次の関係が 

推定される。

I - 3.4 L + 2.7 =0.06- 0.6 0
22図に示してある根にI一3.4L+0.6 ○+2.64 をLに対してプロツ 

卜し、これから次の関係が求められる。

I-3.4L+0.6 ○+ 2.6 4=1.37-0.85L
最後に○に対してI一2.55L+0.6 ○+ 1.27ォブロッ トした もの は会然 

連・网を示していない。即ち工と他の変垃との推定された的係は

I = 2.5 5 L - 0.6 〇 — 1-2 7 ・
変量の数が多 く特に それ らが相互に密接なﾡ連そもってい ると、この会

(3) :



過程を行うには非常に時間がかゝろ、しかし、従法変なと独立変位Mの阳 

係にオ1似を使つて簡路化し うる地合もかる。 才1 似からの偏ﾡを上 

記の方法でﾡべるのでみる。

上記のォ 2 の方法が使われる ら、Lに対して○をブロットする必要が 

かる。乙の様にすると、 の姫似的従属嶋係が求まる。

c = 1.06 - 0.6 L

d
y
.
w
'
.
T
 

I

と ーシ

22図 Lに対して I -3.4 L+0,6 c+2,6 4をブロッ トしたもの

2 3 図の様に I一3.4L+2.7 e○+0.6L一 1.0 6 に対してブ ロットす

る。乙れから次式が求められる。• ・*・ra *
エー3.4L+ 2.7 = 0.02-0.6(c+0.6L一 106)

即ち

I = 3.04 L — 0.6 C - 2.0 4 4

Lの回帰係数に 0. 5 の差はあるが、これはオ 1 法で推定 した関係と よく 

一致している。この場合、前者の方法の4民際に対して後者の方法は3民 

ﾡでよい。不正確なものがかると精度の低い結果となるから、図による推 

定けいづれも出来る rけ正確でなければな らないこ とがォ 2 法の主な欠点 

でかる。オ1法で、勿楡不正確な ものがあれは必然的に何段もの近似を 

行わは らないが、前民階にけ る不正硫さなの賢階で除去される。

23図 C十0,6 L-1,06に対して I -3,4 L+2,7をブロッ ト した もの
2.5. 繰差の推定 Estimation of erroT
数位側査 における 誤差の推定 は観測値に 含まれて いる 説明 で さな い 変動

z示すのに役立つ。 -

観開値数が多 いとか、誤差 の概略の推定値 e必 とする場合を除いて数 

解折«行 う こ とが望ま しい。それに もか・ゝ わらず図に よ 乙定価の誤ぶ

(32)



が推定セき ろと便利な乙 とが多い。乙の目的で次の "7 0%方式" が示し 

てある。

個々 の 観測値の 誤差 e推定 するには後立変量に対して従属変量そブロッ 

ト したるのが用い らnれ. 多変量の場合には従属関係を推定する際使われた 

最後の図表が必要である。点の約7 0%が中央部に入り、吸りの点が他の 

2つの部分に略等分される根に、独立変量の目座で三部に分割する。中央 

部にある点の 7 0%がその中に含まれるなにﾡ線に平行でな距離にみる 

線 を痛く。乙の線と推定回帰線との距離がﾡ々のﾡﾡﾡの標準催差の推定 

価である。

24図 70%方式を適用した場合

24図はその方式の便用法の例でかる。この場合、中央部に1 23点 

の中8 2点即ち6 7%がみる。推定 した回冊線に平行な線内にはこの s 2 
占の中5 7点則ち 7 0%が含まれている。この線は推定した回ﾡﾡから 

12efれている。したがつて標中偏差の推定値は 1. 2c=でかる。

認間数の多い時にけﾡ準仙ﾡを推定するに" 7/8万式" ご使うと使 

";である。この方式では点の中央郡の7/8ぞ含び想に平行報ぞﾡく。平 

行線間の隔りはﾡ準«遂の約3倍でみる。上例で7/S即ち7 2点が間 

ma3～3.6cnの繰間に含まれている。しかつてﾡ準信差は路1.1 5cx 
でかる。

平行線の位は針誤法で定す s でかる。変曲 した線 では図上に近似 

"平行" 曲線を描く と よ い。こに対する一寸した調ﾡ値は簡に求ま

この方法で求めにﾡ準偏差は、普通然によ る ものと考え らa以上に

M；; 値が離れているか否かを検定する'ために用いられる。 奨、鶴調値が 

w線のﾡりに正規分布でしておれば、様準価差の 3倍以上線から陥って 

い、るのは、300の内1よ り少く 標型偏差の 4倍以上陥っているの 

1000 の内1以下でかる。しにがつてﾡ準催差の3倍も回掃線から阪つ 

cいる越調位は典常なものと考え ら、ﾡﾡ側差の 4倍以上も離つている 

いのに橋めて災常はものでかる。勿論とれ以外の考終も適用されるが、こ 

ﾡ常ﾡ調位谷棄却するための一つの統的基準でみる。2 4図では回 

»柳からの最大仙差は様準偏差の 2. 5倍でか ること に気付く でか らう。し 

かし、4図で棄却した2点については、その偏差は標準偏羞の& 8 , 5.5 
である。 ・

2.6. 基本的な関係 Uncerlying relationehiPe
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回報は実際には二変量間の関係ど表わしていない乙 と ぞ指ﾡした。 別 

の変量そ使つてある変量そ予ﾡし う る方法示する とが回ﾡ線の主目的な 

のである。回帰線が通常必要と されるのはある連関が決定された時別の変 

量のﾡを代入して変量のﾡを決定でき るからでみる。しかし、一般法則を 

公式化する ため測定価の もつてい る 關係 を推定 したい場合があ る。例えば、 

1 図の様なデータ では大低の場合、与え られ:calanueの数に対する二 

シ ンの平均漁獲高の予ﾡがﾡ求されち。乙 れ Calanus の数が一定水4 
に達した時、期待し う る漁獲曲 そ示すでか らう。しかし、ニシンの漁獲高 

と Calanueの数との基本的嶋係を推定するのは、生物学的に も典味の 

ること でか ら う。一般に乙のﾡな関係は予ﾡに便えないが生物学自然法 

則 を求める時 に用い られる。

具合の悪い乙とには、さらに仮定設けるか、求めんとする ものを明応 

に しfけれは基本的拠係 推定す る 乙 と殆ん ど不可能でかる。オ 1 の場 

合で、基本的関係 を求める時には当然測定誤整、抽出誤差は除かわばf 
らない。しにがつて、例えばニシンの漁獲高 と calanusの数との関係な 

める場合に、乙の観測価いづれもﾡ本に過ぎないとい うそと を考刷 

に入れてお らねばな らい。同様に 4 図の頭と胸の周囲の測定の際起る様 

な測定銀差も考版する必要がある。しかし、とれ らの誤差が除かれて も、 

やはり 各測定値には変動性が存花し、そnらの関係、代数的関係でなく 

て統財的なものである。したがつて、観測値を図又は数値的に当てはめる 

前に統的な分布型 を指定する必要が力る。

乙の問ﾡは 1 0章で扱 う乙と にするが、と ・ で根略の説明 ¥する そとは 

適切であ らう。

る関心そひま、広く 取扱かわれる分布型は観厠値、x ,立が次の形の 

関係で決 される時にﾡろ。

X=f( t )+1
Y=g(t)+62

t , e1,e2 は独立"係求変量でかつて、 tとﾡ係させることによ りx, 
Yが結び付 られる連阳/示す線は X と Y をり対連 させた曲線 そ決定する次 

式であたえ られる。

x=ザ(t
Y=g(t )

乙 の曲線の 岡 り の敝 ば りけX , Yに含まれる附加的な独立な変!S1,S。 

によるものでかる。2 変量のこのﾡな関係を図で推定す る には次の様な 

規約を用いて行われる。

1. 横および縦方向の点の数 ば り z出来るにけ等しくするﾡにグラフの目 

迎 を選ぶ。即ち変動e1,62 が比ﾡ出来るﾡに目盛で遺ぶ。

2. 当てけはめた線からの垂直ﾡ差の合計 0としなけれはならない。

3. 線の各M域にける垂i(差の合は0としないればならない。この 

領域はﾡﾡ、縦軸とは無関係に当てはめた線 を更直に切る線でグラ フ を分 

割して作る。

4. 推定する関係直線はそれからの垂直偏差を城小にする様に定め、特に 

大 き 個差が地小に なる様に定める。

しかし、考ﾡしている変量の相対的変動未知の乙 とが多いから、1 の 

内容には疑問があるという 乙 とに気付かわばな らない。したがつて e1 ,S2 
の相対的大 さ さ について仮定 そ設け る 乙 とが出来なWれば基本的関係の推 

定で先に進uそ とは多 く の場合不可能でかる。e1 が0即ちXか らYが決 

定されるこ とが分つてい る場合に基本的関係はXに関す a Yの回か ら 

推定される。逆に2 が0であるそとが分っていれは、 Yに関するXの回 

mは基本的関係2与える。しかし、乙の様な知識のないととが多く、変
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S1,62 の相対的大き さは情報から推定しければf らsい。

実例について云えば、本章上 び前章で使つてい る頭と胸のﾡ囲のﾡ調 

価は、さし当つてﾡ定ﾡﾡはないものと仮定されている。乙の2つのﾡ 

測値間 の基本的関係 を推定 す る にはﾡﾡﾡ相互の関連の仕方について多 く 

のとと そ知 らわばらない。cれ らはいっれ も共通因子t 一"成長" とい 

われる一と直線的関係にあると仮定し う る。即ち

胸 開=C= a1t +b1+e1
頭の周囲 =H= a2t +b2+e2

乙、で、e1,e2 4る量は一万のﾡ定価にだけ形響なぁよす未知の因 

子そ表わしている。

基本的関係は次式で与え られる。

C=a1t+b1, H = a2 t + b2
したがつて

C-b., H-b,- 一   " 三 ..... ・--ー ・

a1 a2

その繰 - 直線 - 2推定する に C にセけ る原因不ゆの変動とH になけ a 
それとの比率即ちe1 に帰因する変動とe2 に帰因するそれとの比求ぞ知 

る必要がある。e1 が0であれば、胸開" 生長" と完全に連関しており、 

胸囲 に対する頭の周囲の回帰は、その 2側定ﾡ間の基本的関係を表はす。 

逆に、e2が0でかれば頭の周開に対する胸開の回帰が必要でかる。この 

2 つの板端な場合は、いづれ も正しくさそう である。真の関係けはその間 

に存在するでぁ らう。

との2 つの測定値に含まれる原因不明の変動が比較で き る と仮定すば、 

上の規約の 2,3,4 が適用 され、25 図の様に直線が当てめ らnる。職 

は頭の周囲に含まれる原因不明の変動が胸曲のそれの半分に過ぎないと仮 

定すれば、図で当てはめる前に、軸の目盛なし違つに報が代られる。実 

際に胸囲の原因不明の変動と頭の周開のととの比なRで表わせば、Rの 

債毎に違つた繰がﾡられる。こnit2 6図に示してある。

視ﾡな場合として、R=への時には、胸開に対する頭の周囲の回ﾡ線、

R= 0の時には顕のﾡ回に対する胸囲の回掃線となる。

乙の場合にはRはと 1 の間にかる と仮定 してもさ しつか・えないか・ら、 

その結果、真の関係この2繰の間に存在する。しかし、これは仮定に過

きず災際には別の情報から誤ってい る こ とが証明 され る。

e1,6z は』因不明の変動ぞ表わしているからﾡ定誤ﾡ、抽出誤ﾡはい 

づれも乙れらの内に含まれていることに注目しければらない。
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26図 誤ﾡの比をRとしてあてめた頭の周囲と胸囲との関係

乙の種の誤差があつても時には基本的ﾡ係の推定に それ以上の困艦は起 

らない。

しかしながら、抽出誤差の影響を除外して、回帰線を推定したい時には 

相当慎面考慮が必ﾡがある。乙の場合には一方変量の原因不明の変動の 

合計と他の 変量の抽出 誤差の比 の推定 が必要 で ある。測定価に 対 する適切 

な目盛を決めるため、乙の比が使われ、前に説明しに方法で線を推定する 

の である。

3 図による検定 Graphical Testing

a.1. ﾡ定の目的 Purposee of testing
2 つ以上の変曲: 間に どの想な連間がかるかぞめる場合にグラ フが使え 

ること を指摺した。普通、観測値を グラ フ上にブロッ トすることによ り、 

即座に乙の問地に対する解答のﾡられるこ と もあるが、時には明確な解答 

zグラ フが与えないこ と もみる。 外拠に表われた関が然に よ る ものか 

否かそ決め る :め検定 e 行って み る 必製がかる。

声の連関をみつける除会を城大にするには完全な故値解折および検定を 

行う必寝がある。

しかし、グラ フ上の点ど故えるこ と によつて直接検定するこ と 能で 

ある。乙の検定法は数価による検定法程鋭敏ではない。し:がって、この 

方法で有効逃ﾡでみつけそこなつにとしても、この失敗は、これ以上解 

析しても有効連期は樹出出来ないとい うこと を意味しているのではな く、 

点勘定によ る 検定 を使つた有効連関の検出 は 般々 乙以上解析ぞ必要と し

い乙 と を意味している。乙のﾡな検定簡易でかるか・ら、完会な解析 

を始める前にやつてみる価値のある乙 とが多い。図形に る検定方法で説 

明する 乙 とが本草の 目的である。

連切の検定方法は他の統計的検定に使われる ものと同じでかる。ま ず帰 

ﾡ仮設が設け られる。乙の場合に観測価間には連関はないとい うことで

る。乙の様にして求めたものと同じ位極端な認測位ぞ1る確来は、帰無 

仮2 を真として求められ石。乙の確来が非常に小さければ、帰無仮設は棄 

知される。この場合には有意な連ﾡが在る と結論して も よいでからう。

有意な連関のある 乙 と そり言する時には通常その確来の値を使 う。即ち 

次の様な説明、" この2組の測定値に1%水準で有意な運関がかる"
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"その2組のﾡ定値に有意ﾡ連関があろ (P<0.0.1)"、この様に 

極端な 観測値の組 は 1 00回に1 回以下しか起らない と とを示している。 

乙の実際のや り 方は本書にﾡせてある。

3.2. 中央価による検定 Medial teet
medial teetの基とる考え方極めて純でみる。 まずグラフぞ 

等数の点を含び 2 つの部分に垂直線でもつて二分する。乙れど垂直中央線 

vertical medial line と呼ぶ乙 とにする。点の数が奇数であれば、 

乙の線の段階でﾡ定に入れない、ー点そ通る。グラフを4 象限に分割 

する様に水平中央線horizontal med.ial lineをﾡく。 各象限の点 

数 を数え上げ、それが著し く 多いか或は少ないな らば連関がかると推定す 

る。

附録の 1 変を使って どの象の点数が過大政は過小でかるか,そだめる。 

例としてグラフ上の2 5点の内、一 つの象限に 入る 点は 3点でみるとする 

1 表に よればこ の様に 極端な 値:が帯 られ る確率 0. 0 5 以下でかる ことが 

分る。しにがって乙の期定値に連関のある乙とそﾡく示していろ。真く 

同様に一つの象限に入る点が2 5点の内2点以下であれば、有意な連側が 

ある( P< 0.01) と結論す る。

2 7図は2 b図のﾡ測価に 乙 の検定法適用した もの を表わしている。 

全体で 2 9 の 観測做がか る。し:かつて垂直中央線はその中の 1 つ2通る。 

各象限 1～13 点そ含ん でキり、 1表によれは乙れらがP<0.01 の位 

( 夫々 3・11) そ越えてい る 乙 とが分る。しがって乙れ らの観測値間に 

ば 有意な 連関があ る (P<0.01 ) と結論する。対角線方向の象限の点数 

は等しく、一方の 象限 に 落ちる 点数に よ つて 他の 象限 に 落ちる 点数が決 を 

つてしま うから、象限以外 に 落ちる 点数 を数えた と して礼何もられない

ズ13』品

心低更理

27図 2.b図にmedial testを適用した場合

乙とに注意せよ。しかし、何個かの視測値が同じ値金とる均合には、中央 

線が一個以上の視測値を迎る こ ともあり うる。し:がつて上記の検定法 

通用するには、叫測価ぞ出米る ばけ等 しい組に分割するねに線 ぞく 必要 

がある。線上にﾡちる点は上記の検定法を過用する時に無視し、1 表に

、2つの対角象限に活ちる点数の平均ぞ使うさでから う。

中央線が何仙かの点そ通る場合の検定の仕方を示すにめ 4 図の観測値ぞ 

再び考•察してみよ う。乙の場合に鶴測価を2つの組に正確に分割する垂 

.抜は描けない。2 8図に示してかる繰は訓価な6 1 と 6 2の細に分割 

している。火水平線 を引いて 61と62 の組に址測値を分け ることもでき 

る。したかつて、乙の場合には、各象Wは夫々 20,41,41,21 点そ含ん 

でいる。表1で20, 4 0 2使わねならない。

この図には総 1 2 3の点がみる。1 2 0-1 2 1点に対して、任意の 

3•限 に 落ちる 点が 2 4以下にるの1 0 0回に1 回以下しか起らない 乙
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とぞ1表示している。したがつて総叶1 2 3点の中任意の象限に落ちる 

点が2 0 又は 2 1以下となるると1 0 0回に1 回以下 である。胸囲と頭 

の周開と に有意な関 (P<001 )がある と結論される。

3. 3. Tukey のコーナーテス ト Tukeye corner test
Tukeye corner test は応用面で前説でのべに中央値による検 

定法と同じでみる。 しかし、球も極端な観測値: たけを考•えるとい う点が过 

っている。その方法次の通りである。

前説と同じ方法で散布図炎ぞ4 象限 に 分割する。正が右上と左下の象 

深に、負号が右下と左上の象叫に附けてかるかの様に、各象を考終する。 

図の上部か・ ら 始め観測数 を 数え上げ る。と の時 に は垂 直中央線 してはな 

らない。通当な符号むつけて、この数を記載する。これな図の右か・ら左、 

左から右、下から上へ と 嫌返す。このﾡにしてﾡられた4つの数の代数和 

は Tukeyにより象限和と名付けられ。これは2袋ぞ使つて校定される。 

例えは、線和が1 1となるか、こ e越え る確求は 0. 。 5以下でか り、 

1 5以上とな るのは1 0 0回に1 回以下でかる。以上のこ とか・ら分るよ う 

に、この検定法の特長、 業上ﾡ測数に独立でかること即ち全体にわた

ダ

29図 4図にTik6す。 8ornor test
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つて観測数2数える必要のい乙 とである。

応用例として、 4図のデーク2考察しよう。乙れは29図に示してかる。 

ま ず上力 ら下に動く時に負の点に出合 う前にたゞ 1 ケの正の点に出合う。 

同様に右から左へ動けば負の点に出合う前にた " 1 ヶの正の点に出合う。 

下から上に動けぱ、1 ケ正の点と 1 ヶ負の点が同時に合う前に 6 ヶの正 

の点 に 出合う。乙の場合、点数は+ 6 %である。最後に 2 ケの正の点と 1 
ケの負の点が同時にH合う前に2 ケ の正の 点 に出合 う。したかつてこの場 

合の算は 2+( 2*)=3 でみる。象限和は 1+1+6+3=11 
でかり、連関 ( P<0.。 5 )のみる乙 とがこのﾡ定から結ﾡされる。

この例のよ う 数個の 点 に 同時に達した場合は 1/(1 +達述した負の点の 

数)の尚点そ、到達したの各点に与えるべさでみる。と と では到達した負 

の点はいづれも 1 ケだけであるから、各正の点にはのﾡ点が与え らnれる。 

例えば、2ヶの正の点と2ケの負の点に同時に達したとすれば、各正の点 

にはの得点が与え られるであらう。

3.4. 順位による検定 ordering test
順位に よ る検定法ﾡ測数が少く、それ らに多小な り と も順序がある時 

にも域も有効である。乙 の方法 を使つた例は 既で に 14節に示してある。 

その時には、2つの5点からなる線のいづれにおいても、一様に上昇政 

下降する こ とが視測される機会は 3 0回に 1回以下であると述一た。した 

がつて 5 点以上の系列で一様に上昇又は下降する と とが観測され ・ ば有意 

"連関( P<0.05 )が存在する。上4父は下降が中断してれは、有意 

性 を確実にする ためよ り多く の観測値 を と らわばならい。乙の場合、ﾡ 

測値が順序に配列していない程度は、完金び順列そうるため、除接横座標 

点とのの変換の最小数で測る。

30図 完全な順序を得るに要する交換数の推定

30図は変換数を推定する方法の例である。その場合に、3回の変投 

が必要である。各点の左側でその点よ り上にある(連関線の傾向が上向で 

gれは下位)にかる点数そ数えればこの価は直ちに求ま る。それ らそれ 

か,ら加え上げられる。この場合夫々 1回するものと2 回する ものがあ って、
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その結果変換数が前のよ うに3回となる。

ﾡ測された傾向の有意性をﾡ定するには、変換数で財算し、この数が有 

意に小さいか、否かを調べるためI表を使う必ﾡがある。したがつて、10 
点の内6 回変換したとする と、I表によれば、8 回以下の変換は 100回 

に1 回以下しか・起らい乙 とが分る。よ って 有意な 連関 (P<0.01)が 

ある と結論される。二つ以上の点が向じ縦座ﾡ火ﾡ座«もつ時にけは上 

記の方法は若干の修正が必要である。乙の時には同じﾡ座ﾡ名もつ点の平 

均 を使えば よい。同一継座柄 e も っ上の点 に対しては推定換数の推定 に 

は/ を加える必要がある。同様に同一縦座標をもつ、3或は4点がめあれば、 

推定数に% 又は 2 を加え る。乙 の様な 補正値は近似仙•に過ぎ な い。

一般に、同一横座標は縦座標を もつ点が二つある 乙 とが殆ん どfい様に 

観測数が少い時には、順位検定は城も有効である。観測效が多いか、同じ 

ﾡの従御ﾡを生ずる傾向があれば、普通、1.4節で述に叔に、比牧的に 

数の少い信頼度の高い組とするため観訓ﾡそま とめることが望ま しい。

3.5. ボイントベヤー法 Point-pairtest
二変量間の巡関が、一方の変畑が上昇するの に対し他方が下降る とか、 

両 変量が共に上昇父下降する傾向のものである場合に、前の3節で脱明 

した検定法は最も有効な ものである。実際に、直線的連順は乙れらの方法 

で簡単に検定でき るが、2 b図の様曲線的連聞も同様に して検定でき ae 
観測位の大部分が反対の象ﾡにある様な連期の形ぞとる と とが、乙れらの 

検定法を効果的にするため扱も必要な こ と である。

しかし、連関の形が非常に曲 り くわつにものであれば、これ らの検定法

充分 %のでは な く 別の検定法を探求せば" らない。 も有効方法 

は Point pair teet である。

Point pair test 、一方の変量は順序に記列しており、他方の 

変量それと非線型的関係にある様な時に最も有効である。特に、時系列 

は継時ﾡ測ﾡ間の一般的傾向即ち巡関についてﾡ定でさるのである。3 2 
図はつきりした傾向のある時系列の例である。Rothamsted の 

Broad-balk 小変試験地の7 b号ﾡ準地の肥料( ケンモ= Y壇) 施 

しfﾡﾡの収セ量が 1855-84 年にわたって示してある。この場合、 

収後量は明 らか・に初け少 し税いて価か増加している。こ の叔傾向の 

有意性を検定するめ Point-pair検定法が使われる。

• • ・ 年

31図 1855-84年における収量
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その検定法のオー賢陥水千中央線ぞﾡく そとである。この繰上にある 

点 又は点群 を除き、と の線の同じ側に ある維時観側価の各点 を point- 
pairと呼ぶ。point-pair の数を数え、J変を使って連関の有意性 

を判定する。例えば、40個の観測価がとられ、280のpOnt-pair 
が数え られたとする。W表によれば連関のない乙 とが 1 0 0回に 1 回以下 

であれば、27以上のpoint-pairの生ずる乙とが示されている。し 

たがって有意な連関 (P<0.01 )がある と結論する。

31b図、31 a 図 の観測紙に 乙 の検定 法 を適用 した ものである。図 

に示してある通り 3 0ﾡ価に対して 1 8仙のpoint-pair がある。 

W表によれば、5%水準で有意であるために 1 9 仙のpoint - pain 
が必要である。しにがって、乙の検定の結果、傾向は示されているが、 

有意でない。乙の傾向がイ側然の結米であるか、否かを検定するには、よ 

り広範囲にわたる解折が必要である。

3. 6. 中央相関係数、順位相関係数、遂次相関係数

Coefficiont of modlal,rank ans 

sequential corrolation

前説で説明 し た検定法け 2 組の観測値間 にど の様な 連関が あるか* そ推定 

するために用いられる。しかし、乙の検定で尚られた有意水準けは連関の程 

度を示すのではな くて、その存在のたしカ・らしさを示に過ぎいのである。 

連関の程度を測るには乙の検定から相関係数を求める必要がある。3 つの 

相関係数-中央相関係数• 順位相明係数、遂次相関係数一が使われる。こ 

n らは 次の様に定義 されてい る。

.. 2(右上ど左下の製限の点の総数) • , 
中央相関係数三----------------- 斎----------------------- 1

(50)

順位相関係数= 1 一
2(烛小交換敛)

N(N 一 1 )
遂次相関係数=

2 (pOint 一 pair 数 )

N - 2
乙 ゝでN中央繰上にﾡちい役測数で表わす。一般に 点 を正確に等し

い二理に分ける様に中央線が描けたな らば、右上と左下の象隊の点数は等 

しいであらう。この想時に中央相関係数

中央相闘保数= --ビ3"
中央相関係数、順位相胞係数、遊次相関係数ぞ夫々 $・6・ で表わすこ と 

にする。どの係数でも、とりう るは大の価は 1 である。両変量が同時に増加す 

加する完全な連がある時にけ乙れらは全て位1 となる。これらの係数の 

乙の外の特性については 3.6 a表に示してある。

前節の検定法でみた通 り、逃次相関係は曲線的嶋係に対して撤も有効で

ある。曲線關係以外については、中央相関係数又は順位相関係致を用いね 

ばらい。 、

36a炎一 相ﾡ係数 の特性

担 関係 数_________—
____ﾡ係の形 態______ 中央 ﾡ位 係数

完会、両変量同時に増加 + 1 + 1 + 1
完全、一変世の減小に対し他変最は増加 -1 _1 + 1

0 0 0
宛会、た * し曲線 : :小 小 1に近い
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したがってそれ らの係数のいづれでも、大き 広価 2 変量間に良好連岡 

のある乙とそ示している。しかし、変量間の高い連関は1にい係数を与 

えるが、その逆は必ずしも正しくはない。乙は特に中央相関係数と逐 

相関係数 について は、ﾡ定した点数けに依存してり 中央線 に 関係のな 

い観測値の大き さによ らないか らである。順位相ﾡ係数はﾡﾡﾡの順位だ 

けで、 その大き さそ考感していいが完会連関からの隔り に対しては最 

も鋭敏である。

関係の方向そ示十順位相ﾡ係数に代普通符号がつけてある。正号は同変 

量が同時に増加す る 関係 を示 し、負号は一方変量が少す る時他の変 量が 

増加する関係そ示している。cれ らの値はいづれ も + 1と一1 との間のﾡ 

をとる に過 きない 乙 と を総味するから 乙 のこ と (側利仕方である。

例として、乙れらの係数を3 1図に示す収桜量のデークについて計算し 

てみる。垂面中央線 そ描けば、右上象限には 5 個点が落ちる。

したがって

4(5)の =------- ： 一 1 = - 0. 3 3" 3 0
z求めるに、 まず変換数そ推ﾡする必要がある。各ﾡ測価の左側で 

その観測値より小さい観測値数を数え上げれば、

変換数 =1+2+2+1+0+3+4+8+8+7+1+0+9+2 
+12+1+4+2+14+3十3+0+1 0+0+13 
+6+16+19+21 --・づ

=172
, 2*172、

--1- *30*29 ・
=-0.2 1

身後に遂次相胆係数は次の様に して求め られるo

2 8

=0.29
乙れらの係故が 3 つ共小さいとい う ッ+、時間と様準地収量との何向は 

余り 大きくないことを示している。" t ゅ,に と略同じ大ささであるから、尚 

らかに、この係は曲線的ものではない。こらの係家の有意性む検定 

する場合、 I,M,IV表の使用を避けるため、別の表が直接この有意性さ 

ﾡ定するために調製 された。

附録のV袋は、5 % および 1 % 有海水準の印央相関係数 を示して い 

例えば、V表によれば、観訓数3 0 では 5%水準で有意であるために、 

中央ﾡ係数は絶対価で0425 を絶える必要がある。したがって上記の係 

数-0.3 3は有意でない。順位相関係数および遂次相関 係数の値 を幄定 

するため同様な表が調製されるであら うが、cnれ ら余 り 使用 されておら 

ず、したかつてこゝには示してない。

3.7. 重中央ﾡ嶋係数と偏中央相関係数

Multiple and partial medial correlation corffi一 

cients .
これ までに考察 して a た検定 法は、2 量の連関 を 取扱う 場合限られ 

ている。2変量以上の場地合に乙れらの検足法ぞ拡張しければな らない。 

乙e前節で述べた、中央相関係数を用いて行なってみよ う。2つの変量 

x ,Y間の運地関を才三の変量に帰因させうるか、即ち別の形で云えば、Z 
に よ るxの予蘭は Y %考庫す ること によ り 改良 でさるかという 問ﾡに よ く 

出合う。オ3の変量Zを考ﾡした時の二変量X , Y間の連関のﾡﾡそ測る
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ための偏相関係数算してみればその間地の解答がられ る。例として 

ヂxy,ゆxる,Pr名夫々x,y, x,Z, y,Z間の中央相関係数を表わすも 

のとする。Zの効果除いた時のx , y間の相間を測る中央関係数はな 

式から求められる。

xy.Z =
y (i -み。うゅ,.

乙れ多変量ﾡ係におげ る個々の変温の効果を決めるために便われる。

今度は 4 , 9図のデータ を頭の周囲H、胸開C、体】Wが向時に、推定 

される万法で推論するめに便う 乙とにしょう。乙れ行う にけは、散布図 

毎に、中央繰き、線上に落ちる点 を全部除去しなければならない。

乙の場合には線上に落ちる点はな く、したがつて中央相関係数を財界する 

時には総計 1 2 3 仙の点 使 う。

非常に大きいわけではないが体ぞ考ばするC とにより 幾分出良 ざること 

とど、こ の値は示してい る。

この債の有意性を検定するには、中央相 関係政の表一 V表ど使う必裂が 

ある。この時には観阳他の対数より 1つ少い数む使う。したがって、この 

場合使う急調数122である。V麦によれば、 5%水地で有意であるた 

めにけ約0.1 9という価が必硬である。即ち胸開から頭の畑囲ぞ予測する 

万程式に体 泗 を入れて も有意な改良 とはな らないこ と ぞ示している。

しかし上記の仙相関係数大さなものであり、完全な解折を行えは、体 

e入れた時には、有意改良がなさいるであらう。

乙の逆も考察してみる必ﾡがある。即ちすでに体広が考町 されている場 

合の頭の ル 囲 の 予測 を 胸囲 は どの 様 な 覘 良 する か。

これぞ検定するにβHc.w そ算する。即ち

, 2(82)PHC・ 三 --- 123 - 1 三 0.333 0.3 3 3 - 0.3 6 6 * 0.675 ,
MC1 一 (0.366)2(0.675)2

% Hw
2(84)

三.........  一 1 = 0.366123

P CW
2(108)

= 12。 1=0.675

こ の係数は 4 ・ 9図で示されたそと、即ち胸囲 と体重 とは城も密接な関 

係があ り、頭の岡と他のものとの相関は、胸囲との相関より、体面との相 

関の方が幾分大さいが、略同 じであること そ裏書き している。胸開と同様 

に体重で考感することによ り、頭の周囲の予測が どの様に改良 される かを、 

決めるために、仙相関係数名日.。 を計算した。乙nt
0.366 - 0.3 3 3 X 0.6 7 5

0.1 49
C1- (0.333)2(0.675)2 乙ゝで〔〕 普通の マトリンクフ 記号であ ろ。

乙れ前の価よ り 小さい、しこがつて胸囲体重が考さしに場合の頭 

の加用の予測 に大した貢献はし ないと とが分る。

の根な才2 の検定が時には必要である。ある変量Xは有意な電囲で2 
つ以上の変量YZ   に同時に と関係するか否か、多く の場合とれは重 

中央相山係数そ使つて財る乙 とがで さ る。

3変量に対しては、 #x.Yz :は次のﾡに定義する。

'...a-cemr^xc,."r'c)
_ xv2+2xz 2一2ペxzグェyxz

1 一 Pvz3
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乙の数の大き さはY, ZにﾡすろXの依存の程厩を示すものである。 そ

の有意性 V表2使つて検定す る ○

例えば、胸開と体頂に対する頭のﾡ四の軍中央相収係数は

,0.3332+C.3662-2*0.675*0.333*0.366、" [ ------------------------------------------- I 三 0.3 8 441 1-0.6752 ノ

W表に ょればzれ 1 %水準 (0.30) で有意である。乙の係数のﾡと 

$Hc ,Hwと そ比散してみる と、体頂と胸四 そ便つた としてもられ 

a もの極 く価である乙 と2この場合に も示している。

同想に数ヶの変量の偏中央相閣係数、重中央相以係数を定業する乙 と も 

a能である。しかし変量の数が増すと共に複雑となるから、 3変量以上につ 

ついて、商単な図形的解折法を使うか、完金数価解折に依存するそと 

が望ま しい。

数 値 解 折 

Miwuoicパ AuaLrdto

4 直 線 関 係 Liuear Assooiation

41. 数値解折における仮定Aseumption in numerical analysis
2つ以上の獲量川の巡関の改M解折ど行う には、色々 な仮定 に 基づいて予 

備的解折を行ってみなければならない。これらの仮足はﾡ重に除味し、 い 

で検定されるべさであ らうが、このﾡな仮定が常 に存在す るものであること 

そ知つておらわばならい。一般に、こらの仮定合ﾡ的なものであり、 

ﾡﾡ値と予盾しないこ とが示されるかもしれないが、一展たてた仮定ぞ証明 

するととは不可能である。乙の様な理由から、解折を始める前に、 たてられ 

る仮定について若干の注意そ与えて:く のが至当と考え らる。そうしない 

と目的もしに、長た らしい意味 の ない解折を す ることになる。

後く一般に、連そ推足する時には 3つの仮定がなされる。即ち

1 ﾡ測値それ らがと られた母体の状態そ代表している。
・

2. 観測値は互に独立である。

3. 回和線からの偏差は同 じ分散で正規分布している。

このこと、たてられた仮定だけではなく、一般に解折から得られた結 

弟の妥当性に関係している。これらの仮定について順次考察してみよ う。

才1の仮定は普通、科学的調査の必要条件であり、図形的硏究のいづれ 

にも適用される。しカ・し、地間そ訓べる際に、推定されたぬ係の範四ぞ 

か つて解釈 し、それが実際に持ってい る以上に広い一般性がある ものとし 

て 使用しがちで ある と と に 注意せねばな らい。例えは1 9 3 0 年のスコ 

ットラン ド北東部の 1才児の胸四と頭の周開との関 係 に 関する調査、
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その時期におけるその地方の、その年令の小児に適用出来る結果ぞ与える 

に過ぎない。その場合でも、観測個が乙の抱万の小児を代表する ものでな 

いﾡり、乙の結果は使用できない。しかし、このﾡ測ﾡは代表的なものと 

仮定しても差支えのない、子防策を講ずれば、その結果は同様にその地方 

時期、年令の代表であると考えてもよい、もちろん、このﾡ係を別の地方 

或は時期に適用する力否かな決めるには、乙 らの条件で同 じ結果がﾡ ら 

れると仮定して差支えないかど うカ・による。調査の分野で制約かあるため 

に、経済的変量間のﾡ係の解釈に困雌«さすととが多い。通常、関係は 

限られ•た期間 で と られ:ﾡ測ﾡの間向で推定しければな らない。乙の結果

その期間内に起つてると と 正しく代表するが、との明係が変らないと仮 

定されない限り、他の期に起ると思われるととについて、何等の説切 

も与えいでゐら う。解折の際ﾡ係のある変量を会て考庫に入れゝは、こ 

の仮定合理的なものとなる。しかし、直裂な変量そ※しにり、効米があ 

る と いつて新しい変量が影響 e生 じ始めに場合、乙 のﾡ係の金体の型けは、 

その期間の後では変つてしま う。したがつて継済的変量の訓査で一番考え 

わばならい乙と、推定 された関係が、他の場合に も 適切な ものである 

と仮定で さる様に、出来るだけ多く の関係のある変量を考庫に入れる乙 と 

である。上記の才2の仮足一ﾡﾡ価は独立である。一も数仰解折では一般 

的のものである。観測値が独立でなければ、その散ばり は推定された整係 

の信頼性に誤まった印象を与え、さらに重要のは、その関係の偏りの 办 

る推定ﾡがえ られ るであろ う。しにがつて大低の解折で乙の様仮定が 

設け られ、その否定は 恐 ら く誤ま った結論 を導び くであらうとい うこと を 

知っておらねばならない。

一般 に ﾡ測位は 互に独立であると 仮定 しても 差支 えないが、場合によ つ 

て乙の乙 と正し く ないであ らう。例えば、ある両係を推定するのに、 

いくつかの万面から樽られこ説価ぞ使う時に、同じ処かゝら求め設測 

ﾡはかた ま る傾向がが うなうにしてみられる。こ の様な場合 に は 資料源 間 

の変動性は 同一洋料源から とられた観測値問の変動性 よ り も大きな影響ぞ 

推定された岡係の精度にセよぼす。この結果、關係の精度が観測値の既ぱ 

りか・ら叶計られるならば、推定 された附係は 見かけは現実の もの よ り正硫に 

aであらう。各資料源から数の違うﾡ値がと られるとさ らに田継となる。 

製脚値全体がとの状態代しているかど うカ・み考姿してみるか、 もしそ 

う で なけれ は後の推定 で各資料源が それに工 さわしいよ うに表わされてい 

る様に してセく 必要がある。

観調ﾡの非独立性は経済的デー タで梅く 普通である。時系列である 

越脚傷にﾡする知識は次の観測ﾡの大略の予測価となるから、継時樹測値 

が独立と見做されることはほとんどあり2ない。一般に各油測値毎に、前 

は の観測値阳 に ある 価向が あれ ば連続 し に:ﾡ測飾従属間係が あると云え

ろ。

乙の様な埋由から、時系列に針ける観測値の解折には、1 1章で考終さ 

れ る 様な形の特殊な 方法が必送で ある。

回州線からのﾡ差は正規分布しているというオ3 の仮定は、原因不明の 

変動は多数の独立な原因にﾡ因する ものであり、その一 つ一 つが その結果 

と して生じた偏差 の小部分を構成 してい る と仮定する ことと同じである。 

乙の乙 と は城 に儡差が正規分布する 原因 と な るばか りでなく、この仮定 み 

考契する域も簡方法である。正規性の概念は さ らにの様な仮定?含 

んでいる、大き正の偏差は大さな負の(ﾡと同じ頻度で起り、小さい偏 

弟は大きな偏差より数多く 起る。しにがつてﾡﾡの相対的頻度は、32図 

に示してあろ様な正規分布に従う。

d蘭価 を プロ ット する ことに よ り、偏差が同 じ分放 ォ も つて正規分布 し
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ているか否かがるそとが出来る。例えば、3図の偏ﾡは明らかに、図の 

あら0る部分で同じ変動性を示していい、 ヌ大さな負の偏差は大きな 

正の優差よ り数多く起る領向がある:め。図の右手のﾡ測仰は比敏的にば 

らついている。乙の領向は5図で条りﾡ著ではなく、乙の図の正規性か 

らの隔 り は、それが価かであるから分析には殆え ど影響がないﾡである。

正規性が らの面大隔 り は散布図 でか な りはつき りする だ らう とい う

乙 と一般に云える。し力し 1 0章で説明する方法で非正規性をﾡ定 し、 

必要があれば乙れを修正するにめ、一段と精しい解折をする乙 と も出来る。 

乙のﾡ解折に通常数多く の余分な仕が含まれてなり、しカ・も多く の 

場合正成性の仮定に基ずく ものと著しく違つに結果とな る 乙 とけ少い。

さらに、どの叔な解析の時でも一般に次の様仮定が立てられる。即ち 

当てはめた関係の形はﾡが価を合地的表場を与え る。どの様形の嶋係が 

観測仙 1 こねも良く 当てはまるか検定出来るが、勿論乙れが次のﾡ価に、特

にそれが原微ﾡ位のﾡ四外に ある時 に やは り当ては ま る と は云えない。

多くの場合、乙 の関係の形は原族側値の範囲外の値に対してはつき りした 

相違ないであらうと仮定する必迷がある。乙のﾡ"補外" extra- 
polation は統的作業ではﾡ々必裂とされるが、継時観測値の規則性 

に関す る仮定に よって始めて 乙 の様な 乙 とが行 えるのである。

4.2. 分散セよび分散分祈 Varianoe and analyeie of variano。 

分散お よび共分散は普通の統計用語であ り、これについては大低の統叶

の 響物 に祥 しく 説明してい る。次の2節では統者の他日の用に資するため、 

分散および共分敬の主な性質と計算法について簡単に考察しよ う。しかし、 

完全な説明については、%つと基本的書物を参照されたい。*

*例えば、 Introduotory statistics,M.H.Quenouille,

3 2 図 正規分布に従 う 偏差の相対的頻度

London ,1950
分故はー組の観測値の散ばりの測度である。

これは総平均からの1測ﾡの平均平方優ﾡである。し たがって分散の平 

万機はﾡ訓値がそとの総平均からWつている程度についてある指根とな る。 

乙 の平均平万偏差の平方根は標取偏差 standard deviat:.c といわ 

nれている。

正規分布では分散メは様準催差によ り 平均から任意の距離内にあるﾡ 

脚位の割合を充分に状定でさる。例えば観測価の6 8%平均か61標ﾡ 

個差の範開にあり、95%平均から2標準個ﾡの範四内にある。.2a 
式は正規分布の場合平均から 任意の距離 に ある観測値の百分率 そ示してい

る。
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4.2a表 正規分布の場合、平均から任意の距離にめあるﾡ測価の百分

概神偏差に 
掛ける来数 0.0 0.2 0-4 0.6 0.8 1.0 1.2

—

1-4
倒 測 値 の 
百分率 0.0 7.9 1 5.5 2 2.6 2 8.8 3 4.1 38.5 4 19
標準偏差に掛 
掛け る来数

1-6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0
観 測 仙 の 
百分来

4 4.5 4 6.4 4 7.7 4 8.6 4 9.2 4 9.5 4 9.7 4 4 9.8 7

乙 の百分率厳密に正規分布に適用 されるばけであるが、近似的には 

殆え どの分布に対しても使え る。

一組の観が仰ズ1*。*3. の分散一般に 或var(x) で盗 

わされる。ﾡ準催差8で表わされる。

通例、一組の観測 値の分取久は標本偏差は未知ではあるが、(期価か・ら 

推定できる。乙の乙とは説測価が同じ分布からとられた時ですら、いつで 

も 同 じ値が 得られる と は限らない こ と そ意味 している。推定 された削係 を 

検定した り、その精ﾡ度 そ求める時には推定 された分散の不正確 さ につい 

て何ん らかの考感そしけれはな らない。

一組の観ﾡ価x1,X2,X3 の分散の推定 値は一般 に e* 受e .var 
(x) で表わされる。乙れに対応して標準ﾡﾡの推定価8で表わされる。 

n 個の観測値の分散 は 次式か ら定される。n n

乙 ゝでど和をわす記号であろ。例えば8 個の観測偵6,5,3,4,7,
1 ,2 :3,のD分散の推定値け

21 (31)、S= - (36+25+9+16+49+1+4+9- ---  J 三 4125
標準偏差の推定値は

8=M( 4.125) = 2.0 3 1
1 推定価の自白度といわれている。全体の変ぞ業な る原因にﾡ 

因する変動を表わす成分に分け る ため一祖の観測値について分散分折が行 

なわれる。例として42b袋に示してある2 0仙の鶴測仰について考えて 

みる。

4.2b麦 観測値の二元ﾡ成

16 21 23 32 27 119
24 3 1 1 9 4 2 36 15 2
1 2 23 25 29 3 0 119
16 1 6 22 27 2 1 1 02

68 9 1 8 9 130 114 492

観期価の分散の推定価

1.。 2 4922 , _ 10391す〔16 *2r+ . +21... 20-- --i9-

= 5 4.7
自由度け1 9である。総平方和 1 039は3 つの部分に分割され る。即 

ら行州の変動を表わす部分、列間の変動を衣わす部分、行および列内の変 

動を変わ十及ﾡの部分。行叫の変動を表わす部分、乙 の場合 には

1192..1522+1192+1022 492° _- ----------- 一 乙やッ
5 20
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列 間 の 変動 を 表 わす 部分

682+912+892+1302+114 4922------------------------------------------------------------------------ ----------------------- = 5774 20
行セよび列内の変動を表わす部分

1039 - 263 - 57 7 = 19 9
初めの2つの平方和の際数5 , 4はこの場合にはそれぞれの叶に含ま 

ているﾡﾡ数である。

乙 の値は 次の分散分折の表 に とちられる。

表4.2○ 分散分折

変動因 自由度 平方和 分散の推定値

行 間 3 263 8 7.7
列 間 4 5 7 7 14 1.2
行セよび列内 12 199 16.6

t 19 1039 54.7

乙 の場合" 行間" および" 列間 "の成分に対する自由度それぞれ行 

よ び列の数よ り 1 少い。

分散 の推定値は 平方和 を 対応する 自由度で割る 乙とにより求められる。

観測値の変動の大部分は行間および列間の変動によ り説明でさ ることかが 

分散の推定値から分る。笑際、行間ゼよび列間の分散を考ﾡする乙とによ 

つて分散は 5 4.7力,ら1 6.6 に滅小している。

分散分折によ り一組の観測値の変動を考究 し、その原因を関査でさるの 

である。例えば乙の2 0個観観加位一日の5の呉つに刻に4つの気 

でられたるのであるとする。即ち行は気温、列時刻を表わすとする。 

測定ﾡの変動の大部分は品度と時刻に冊因するものでめあり、品度、時刻に 

聞する知識によ り調定仰の予測 もつと正ﾡにな ること そ上の分折は示し

ている。

分散又は標準側を比ﾡすればどの位正確になつたかが分る。

上例は 分散 分折の 使用 法のん の一例に過さない。次車 には 幾多 の例が 

示されるであらう。 その例の中で、ある変因が会体交動にﾡ著な役割を 

源じているか否かを検定する必髪のあることが分るであらう。例えば、行 

間 変動が会変動に有意なﾡ係かあるか否を検定する必 送が ある。このこと

分放比一検定 を便つて行なわれる。

まず分散の推定価の比を算する。この場合には 87.7/16.6= 5.2 8 
附録のWI,W表の様な分散止の表そ使う。分子、分母の自由度に対する表 

D位を使う。この場地合、自由度それぞれ3 , 7でありVl表ゼよひV表に 

ょれ5%セよ ひ 1 %有意水準の価そぞれ 3.49と5.95 である。

5.28は乙 の域初の位 そ越しているから 行は 会分散 に対して 有意 な 関係が 

ある(P<005 ) と結論された。同根に分散比 144.2/16.6 = 8.6 9 は行 

が認ﾡﾡの分散に有意な嶋係をしているこ と そ示している。

次 に 一組 の 仙測価 の分散を 特定 の原因に 帰因 す る 分散 と原因 不明 の 分散 

とに分御する方法の例を示さう。特定 の原因 の有意性 は 分散比地検定 をつか 

って検定される。

43 共分散ゼよび分散分折 covarianoe and analysis of 
covariance

二変量XYを関係付け にい時、各変量の分散はそれぞれの散ば り を示し 

ているが、一方の変にの上昇又は下降が他の変量の上昇 又は 下降に"よ ぼ 

す影馔を測るためには、"共分散"そ使う必ﾡがある。これは全体の平均

(64) (65)



カ* らの各変量の偏差の積の平均でめあろ。

符号は あ る 変量の上昇 に対 し他の変量が上昇す る か・下降するかを示して 

い る。i 正の符号 2 変量が共に上昇する傾向である ことそ示し、負の符 

号一方の上昇に対して他方が下降する傾向を示す。しかし共分散の大き 

さは、関の程度を示すものでい。乙のためには、2変置の分散に嶋 

連させて共分散の大き さ を 考察 しなければ な らい。共分散の意縦につい 

ては 4.8節で充分に考姿するる とにする。

2変量x , Y間の共分散ををわすに一般に記号○○v (x,Y )が使 

われてい る。

2変量の共分散通常未知であ り、したがつて観加測価から推定しけれ 

は らrい。

xiY1 i x2Y2 ? .. xnYn を観測値の組とすればX , Yの共分

散次の公式か ら推定 される。
n
こ,(xi一又)(-7

e.cOv(X,Y) =------------1

n_,〔こ,xY
-ュパ)

n

例えば、次 の 様な 視 測値 のD対の共 分散 の推定 価 は

e.○ov(x,Y) =〔 54+30+9+16+91+0+2+12--- 4927 8
三 8.429

n- 1 がや り 乙の推定値の自由度と して使われる。

共分散分折は 2組の従測価についてその全共を央な る原因 に因す 

る成分に分割するために行なわれる。例と して 4. 3 a表に示してあるﾡ側 

値について考えてみよ う。

分散分折表は前ﾡに示しこ方法で作る 乙とができろ。

43表 ﾡ 測 価の二 元義

変 量 X
16 2 1 23 32 2 7 119
24 3 1 1 9 4 2 36 152
12 2 3 25 29 30 11 9
16 1 6 2 2 2 7 2 1 1 02

計 68 9 1 89 130 114

変 量 Y
6 7 1 2 3 1 7 4 5
4 3 9 2 1 5 33
9 1 2 1 9 5 2 4 6 9

1 0 1 5 22 7 20 7 4

計 29 37 62 1 7 7 6 2 2 1

4.3b表 分散 分布

空動因 自由座 平和 分の抑定仰 平方和 分世の推定値

行 間) 3 26 3 8 7.7 2 28 7 6.0
間 4 577 1 4 4.2 58 8 147.0

行および列内 1 2 19 9 1 0.6 4 9 ・.・ユ

計 1 9 1039 5 4.7 865 4 5.5
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乙の 2組の観測値の変の大部分行間および列間の変動に因させ う

ろ乙とz乙 の分折は 示している。

乙のよう 分折にセける平方和に対してﾡ和が叶算される。会体のﾡ和

ば

(492)(221)16x6 + 2 lx 7+  +21*20---- ----二 =一 16220
行問の板和は

119*45+152*33+119*69+102*74 (492)(221)
---------------------------------------- - --------------- 三一215 20

列列のの和は

68*29+91*37+ ... +114X76 (492)(221)------------------------------------------------------------=一44 20

行および列内の X , Yの同時変動を表わす部分

-162-(-2 11)-(-4)= 53
その様に分割されこもの次の共分散分折表に継められる。

4.3 c 共分散分折

変動因 自 由度 平方和 共分散の推定M
行 両 3 -2 11 -7 0.3
列 間 4 -4 -1.0
行ゼよ び列内 12 53 4.4

計 1 9 -162 -8.5

彼測値には負の連関がゐるがそ主と して行和間に負の関がある た 

めであることそ乙の分折の符号は示している。行効果を除けは、. 乙の観測 

値 間 に 正 の連関 が 存在す る。

上例にセいて行気温を、列呼刻を表はしているとしょ う。XとYの

(68) 

変動の大部分は、気品と時刻に掃因 ざせうること をこの分折示してい る。 

さらにXと Yに負の連関があるがこれは主と して気温の効果のためであ 

ることそ示している。即ちこれ一方が上ると同時に他方は下るためであ 

る。感後に行せよ び列内の共分は与え らた気ﾡと時刻にセいてこの両 

変量間には正ののある こ と そ示している。

上記の例は共分散分折の叶計算法ゼよび解釈の一例に過さない。連関のﾡ 

定セよ び検定にせけ る とtの使用法についてべの数章で詳し く 考姿 し よ 

う。

4.4 回方程式の推定および検定

Estimation and testing of regressicn equations
2. 2 で与え られた直線の方程式

Y-Y。 = B(X一Xo)
B繰の傾さ、(XoYo) その線上の任意の点、回掃線を推定するには、 

・
その傾 さなよ びとの線上の任意の一点 を推定 しなけれはならない。一方万の測 

定値の平均仙他方の足定価の平均値に対応するか・ ら線上にだめ ら点 

平均点である。しにかつて2 組の n 個の観測値の算術平均が •と の点 を推定す 

るために用いられるであ らう。

n n
- S,Xュ - S,Ya
*=ュ 1=ュ

であれば、(ﾡ,Y) が直線方程式を推定する場地合に用い られる。

回帰線 の傾 さ を推定するに B = PPバッ であることに注目すVarペノ

し:がつて傾 さ の推定値 b は 次式 か ら求め ら る。
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n

、_ _e.cov(x,Y) _ ュニ1_______D 二 - ------------------------------------------------
e.var (X) n _ュ

(Xュー文)

推定したに回州繰のめあて ま り の良否を検べるに分散分折使わば

らい。これによつて従属狂量Yの全変動はXにﾡ因する部分 

n

ピ 2,(X1一X) =b:ご,(XューX)(YューY)=
〔:ジfXi一X)(Yi一Y)〕

乙 の公式の使用法の例と して、 4.4 a表に示してめる頭の周卵と胸開に関 

才る123 個の観測値 を考察 しそ み よ う。

これらの観測値の和、平方和、ﾡ和は次のﾡにﾡされ-。

H=5635.2 ぶC=5497.9
2 2

どH = 258408.30 どHC= 252048.25 C = 246229.33
乙のﾡから次の根に算されに。

H=45.8 C=i 4.7

x(H-ﾡ)ア=233.67 x(H-)(c-で) =163.97 x(0-Gj =48214

e.var(H)=1.9153 e.cOv(H.C)=1.3440 e.var(C)=3.9520

と原因不明の部分

b= 1.3440
3.9520 0.3401

ご,cx-x)

こ(Y-Y)-bュg(xューX)(Yュー)=iさ〔(Y-マ)-b(xi一又)〕
完成 した分政分折表は 4.4 b覆Aに: る

. 4 b2
-町

xに帰因 

オるるの

原因不明

U根mそ検定するための分放分

目由 だ 平平和 

n
分散の推定値 

n
b ,(Xi 一X)(YューX) b.「XューX)( Yュー立)

n_2 こ(Yi一Y) -b:SfXュi一X)(Yi -X)=Sュ Sュ/h-2

S/n-1計 一 1

n

n n

n
gfY」-Y) =S2

しこがつてC に対するHの回ﾡ線の方程式次の様に推定 さろ。

H - 45.8 = 0.3401(0-447)
故に

H= 0.34010+30.60
2. 2 節で求めた図型 に よ る 推定値は こ の値 と 良 く 一致してい る。さらにH 

に関す る C の回帰 を与え る才2 の級次式か ら求め られ る。

0-+ロ7=ラ(H-*a)

= 0.7 0 1 7 (H - 45.8)

(70)

この秘な分散分折におけ る各成分を比ﾡすしば、XがYの変に有意な

関与 そしていろかど うかが示されるであら う。さ ら に分散の推定値の検討

乙ともa能で あろ。

4.4 a 胸囲 と頭の周囲の観測値

によって全体の散ば り およ び回ﾡ線の版り のD散ば り についての概念をる

G 一 H c C H _ ___C.H_.1 4 0.0 44.0 9 4 1.5 4 4.2 | 1 7 4 2.0 15.8 25 4 3.0 4 8.72 4 0.5 43.5 1 0 4 1.5 4 5.8 1 1 s 4 2.5 4 6.0 2 6 43.0 4 4.0
3 4 1.0 4 5.8 11 4 1-5 4 3.5 19 4 2.8 4 2.5 27 4 3.0 4 4.2
4 4 1.0 4 5.4 1 2 4 1.6 4 3.6 20 4 3.0 4 6.2 2 8 4 3.0 4 4.0
5 4 1.0 4 6.3 1 3 4 1.8 4 4.5 2 1 4 3.0 4 5.3 2 9 4 3.2 4 4-4
6 4 1.5 4 5.0 1 4 4 1.8 4 4.0 2 2 4 3.0: 4 4.2 ・ 3 0 4 3.2 4 4.2
7 4 1.5 4 5.0 1 5 4 2.0 4 4.2 2 3 4 3.0 4 6.0 3 1 4 3.2 4 4.2
8 41.5 4 6.0 16 4 2.0 4 6.8 2 4 4 3.0 4 6.5 3 2 4 3.5 4 7.2
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頭の周ﾡと胸囲にﾡする 1側価の分放 分折 4.4 Cの様 に計算され た。

C H C H C H C H
33 43.5 4 4.2 56 4 4.5 4 8.0 79 4 5.5 4 5.0 1 02 4 7.0 4 7.0
3 4 43.5 4 6.5 57 4 4.5 4 2.4 80 4 5.5 4 5.5 103 4 7.0 47.6
35 4 3.5 4 5.5 58 4 4.5 4 5.0 8 1 4 5.5 4 5.6 104 4 7.0 44.5
36 4 3.5 4 5.0 59 4 4.5 4 4.8 82 4 5.8 4 6.7 1 05 4 7.0 44.737 4 3.5 4 5.2 60 44-5 4 5.2 8 3 4 6.0 4 6.3 1 06 4 7.0 4 7.538 4 3.5 4 3.8 6 1 4 4.6 4 7.3 8 4 4 6.0 4 7.8 107 4 7.0 46.739 4 3.8 4 4.5 62 4 4.8 4 5.6 8 5 4 6.0 4 7.6 1 08 4 7.0 4 7.0
4 0 4 3.8 4 4.6 6 3 4 4.8 4 6.8 8 6 4 6.0 4 7.5 1 09 4 7.0 4 6.84 1 4 3.8 4 5.4 6 4 4 4.8 4 7.2 87 4 6.0 4 6.5 11 0 4 7.0 4 6.642 4 4.0 4 6.5 6 5 4 5.0 4 4.8 88 4 6.0 4 4.8 1 1 1 4 7.0 4 7.04 3 4 4.0 4 6.0 66 4 5.0 4 5.0 89 4 6.0 4 4.8 112 47.5 4 6.34 4 4 4.0 4 7.0 6 7 4 5.0 4 8.5 9 0 4 6.0 4 6.8 113 4 7.5 46.24 5 4 4.0 4 5.5 6 8 4 5.0 4 5.1 9 1 4 6.0 4 7.2 114 4 7.5 4 8.04 6 4 4.0 4 5.5 69 4 5.0 4 3.8 9 2 4 6.2 4 5.0 1 1 5 4 75 4 7.84 7 4 4.0 4 5.5 70 4 5.0 1 5.0 93 4 6.5 4 6.3 11 6 4 7.5 4 8.048 4 4-0 4 7.5 7 1 4 5.0 4 8.4 9 4 4 6.5 4 6.3 11 7 4 7.6 4 7.24 9 4 4.0 4 6.0 7 2 4 5.2 4 4.2 95 4 6.5 4 8.0 118 4 8.0 4 7.55 0 4 4.0 4 4.0 7 3 4 5.2 4 6.5 96 4 6.5 4 6.0 119 4 8.0 4 5.25 1 4 4.0 4 6.4 74 4 5.2 4 6.0 9 7 4 6.5 4 7.5 1 20 4 8.0 4 6552 4 4.0 46.2 75 4 5.2 4 5.0 9 8 4 6.5 4 7.0 1 21 4 8.0 4 4.85 3 4 4.0 4 3.5 7 6 4 5.5 4 5.5 9 9 4 6.5 4 6.2 122 4 8.5 4 5.85 4 4 4.2 4 5.0 7 7 4 5.5 4 6.0 10 0

10 1
4 6.5 4 6.8 123 4 9.0 5 0.25 5 4 45 4 6.3 78 4 5.5 4 5.4 4 6.8 4 7.0

44C表 胸囲 (C) に関する頭の周囲 (H) の回相の分散分折

変動回 自由度 平万和

G に帰因する るの 1 5 5.7 7 5 5.7 7
原因不明 12 1 1 7 7.9 0 1.4 7 0

122 2 3 3.6 7 1.915
回ﾡの有意性検定するに(、分散比55.77/1.470=37.9 を出•力 しな け 

ればならない。自由度1 , 1 2 1のWI表そみれば、乙 の様にぬい比が生y 
るのは 100回に1 回以下である乙 とが示されている。しにがつて連関の 

有意性については疑問の余地はない。

頭の周囲の標準偏差は Vて 1915)=1387 であるが回帰線の周 りの標地 

偏差VC1.470)=121Z であることに気付くであらう。 との役者のﾡ定 

値2.5節で求めた図形による 推定 値とよく 一致 している。

4.5 回福係数の推定値の誤差

Error e f estimated regression coefficients

回帰係数の推定価が前に求めた価或は理論的な価と違つているか否かぞ 

検定するため、それの確率誤差を求めたい場合が多い。これは回州係数の 

分散を推定 し、これを使つて真の回ﾡ係数の位に対する限界を定めるこ と 

にょり行 なわれ る。

よ に無関係なシ の分散を表わすために vaTx (y) を 使えばn対の観測値 

から#定された回帰係数の分散

UCT x )
vαTん)=で,、 2

こ,(T1-交)

これの平方根は回帰係数の標準誤差な与える。

もちろん vαrx()を推定することが必硬であり、 この時にはV(めは次 

式から推定される。

9 ぴ4Tx()__
e vαT(あ) =ご,. _、2 

と (i 一 c) = 1

典の回帰係数に対する限界を定める時にはこの推定値に対して多少考慮 

が払われる。このためにはK表一t表を使う。

この表のe vαr(の自由度の処で、与えられた確率水地Pに相当す 

る位tを求める。典 の回帰係数に 対する限界は次式で与えられる。

b士t*( bのﾡ準誤差 )

具の値がこの範囲を越える確率はPである。上の公式の応用例と して、 

前節の回帰係数の推定値を考察してみよ う。 bの分散の地定ﾡ
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e ひ«T(ん= is214-

=0.00304 9
b の標準試差=V 0.003049

=士0.05522

bの限界を定めるには、K表で自由座 1 2 1に相当する仙を求める必要 

かある。 P=0.05 に対してはtの仙は1.98 P=0.01に対しては 

2.62 P=0.001に対しては3.37である。 したかつて95%の確実性 

をもって bの真位は

0.3401士(1.98X0.05522)=0.2308 と 0.4494
9 9%の硫実性で

0.3401士(2.62*0.05522)=0.1954 と 0.4848
9 9. 9%の確実性で

0.3401士(3.37X0.05522=0.1540 と 0.5262 
の範囲内にある。

このb の限界を定める方法は、 真の仙かは ゞ確央に 0 でないこ とを示 L 
ているから推定された回帰の有意性の別の検定 となつていること が分る。

回帰係数は、 夫々の分散を使つて比較することも出来る。 しかし、この 

ためには、原因不明の分散のこみした推定値を求める必硬かあり、完全な 

比軟方法は非常に長たら しいものになるであろ う。このこ とに興味のある 

読者はIntroductory statistics の第7章を参照されたい。 5. 4 
節の方法は、この目的にも使える。

4.6 定位ﾡ誤差 Error of an ostimatod value

ド积関係が推定 されたならば、これ は従即変 ■•が 与えられた独立変量の

ﾡに対してと る平均的な値を推定するため使われ る。しかし推定された関

33図 与えられたC の値に対応する H の推定値の 9 5%および99.9%
信頼限界

(1) UPPer 99.9%1 imi t
(3) Regression line
(5) Lower 99.9%limit

(2)UPPer 9 5%1 imit
(4) Lower 9

保数には誤道が合 ま れる可能性があるか ら推定 された値に も 当然誤差かある。 

独立変量の位 xに対応する推定仙かす+め (x-云) であるこ と に注注目す

れげば推 定値 の分赦は次式から求められる。

_ 。 vαT.c(y) (x一 vαTx()
vαr()+(Xーマ) Var(b)= --  + ニ… 占

T ン (ご 一 ご)=1
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(X一ﾡ *

= v&rxe〔+ 受(x,_=s〕
=1

これは、推定仙の限界を定めるのに使われる。

取とﾡの周曲にﾡするデークについて、 4.4節のを使う。任意の胸 

囲 Cに対する風のﾡﾡの平均の推定位は

0.340 1C+30.60
この推定値の株準誤差は

1 123 48 2.14 ノ

したかって、例えば 9 5%の確実さで真の仙が含ま る範囲は

0.3401C+30.60 土 1.98VC1.470(123+を7〕

ここで、 1.98はP=0.05 自由度121 に対するtの値である。

任意の正確度に対しても、同様な範囲と計算できる。33図にはいろいろ 

な胸匠の位に対する頭の平均周囲の推定催の9 5%、および99.9%の限 

界が示してある。

さらにm個のﾡﾡ位をとつたときその平均が、当てはめられた回帰線と 

有意に違つているか否かを検定するには、回帰線に含すれている誤差と同 

様に、観測値の変動も考慮 しなければならない。当てはめた線からの於"、〜 

値の偏差の分散は

, , (x-_こ)2 
v&Tx()〔古十古十発x-ミ子-

=1

x は観測値 である。 .

この公式を使えば、与え らっれた百分で観測値が帝ちる範囲が定められ 

る。例えげ、頭と胸の周囲の迫加観値の 99.9 6次式で与えられる範

囲内に落ちるであろう。
2

H=0.3401C+30.60士 3.37VC1.470(1+- C一34.7)う〕123 4お<.14

ある迫加ﾡ測位C= 45.。 H=39.2 がこの観測値の組と一致して 

いるかど う か検定 したい とする。こ の場合の 99.9 %限界は

H = 0.34 0 1X4 5.0+3 0.6 0土3.3 7V〔1.470(1+ 1 パ4 52-44の ) 
123 48<.14

4 5.9 0 土 3.3 7 X 1.2 1 7
= 4 1.8 0 と 5 0.0 0

追加観測値はこの限界を流かに越えてお り ・ したがって前に とつた観測 

位とは有意に違つてい る と 結除され る。

4.7 梨常観測値の検定 Testing extreme Cb.servationS
前節の方法は、迫 加例測値 が当てはめられた関係 か ら有意に隔つて いる 

か否かを検べるのに使われた。しか し巣常なﾡ測仙が別の観ﾡ値と一ﾡに 

とられた様な時には、違つた検定方法が採用される。

一般に、解析の頭初で、極めて鏡常な観測値だけを棄却する様に しなけ 

れげならない。これらの値は前節の方法で後で吟味しても よい。この目的 

のためには、高い有意水準を便わねは ならない。

解析 の頭初に は、異常 性 の 少ない 皖 位 即ち余り疑かわしく ない観測ﾡ 

を含ませておく必要があり、それらの、当てはめたﾡからの偏差も亦高い 

力意水华で検定する。例え、全体で1 0 0個の例調値については、発常 

u 0.1%又はそれ以上の有意水単で今味す る必硬かある。
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解析に含まれている観測ﾡの観測された個迷の分散を計するため、授 

測位の分散か、ら推定位の分散を差し引かわならない。即ち偏差の分散は 

, (x-二)2vαrz〔1-え一王。こ立_ニ)。〕
=1

Xはあむ仙である。

例え胸曲に対する頭のﾡ囲の回帰を推定す る際使われた観測価 C=49.0
H=50.2 を検定する場合 9 9.9%限界はHに対して次の様に定めら 

れる。

H=0.3401x49.0+30.60土3.37V/1.470(1_ 1 ゴ(49.0二447)" 123 482.14
= 4 7.2 6 土 3.3 7 X 1.18 4
= 4 3.2 7 又は 5 1.2 5

こ の観測値は充分 こ の限界内にあ り、従つて棄却す る 必悪けは ない。

ここで使用 した vcTz(の推定値は隔 り と独立でけはないから、ﾡ界を定 

めるこの方法は、実際には近似的なものに過ぎない。この結果限界は、そ 

れが当然あ るべき もの より 幾分広めに定め られ る。しか し幸にも多数の起 

測値がとられた場合には、この影かは僅かであり、遼択の結果生ずる偏っ 

た分散の推定を防ぐ,傾向がある。

正規性の仮定か らの隔 り は有意水納 に大きな影物を与え勝ちであるから 

どのね な場 合でも 興常 観 値をﾡべる方法は決定に大略のﾡ礎を与え る に 

過きないという こ とを注意を硬する。第 1 章で指摘した様に特定の Q関 3 
又は観測値 の組を棄却する かを故終的に決める に は、いろいろ考祭 してみ 

なけれは ならない し、契常ﾡﾡ値の検定ある場合にたけ必ﾡと される。

48 積率相関係数

Produc t-mOmen t cOrrelation coefficient
共分俗の液味およびその説即について考察しよ う。共分散の符号は 2変 

量が正の相関であるか負の相関である かを示している こ とを前に指摘 した。 

しかし、2変量の分散と関迷させて考えない限り、共分散の大ささは何の 

意味も 表わさ ない。即ち変量のﾡ定尺度を変えるこ とによ り 共分做は それ 

に対応して変るであろ う。したがって 2 変量間の連関の程度を表わす指数 

を求めるには、測定の尺度が何ん らかの方法で標ﾡ化された場合の共分散 

を考察してみる必硬かあ る。かゝ るﾡ地化は実際には 2 つの分散が等 しく 

なrる様に尺度を選5こ とに よつて行なわれる。したがつて共分は連関の 

程度を示している。元の分散、共分扣から求めた新しい共分散は、

cov(xy)
V〔かTでj がの7で) 〕

この量は積率相関係数と呼げれ R で表わされる。これに相当する推定値 

は rで表わされる。即ち

e cov(で,y)r =---------VC 6 が〒(2) © vT()
この相関係数は尺度に無関係であるから、別の もの と比較する こ と が出 

来, 一般に2変間の連関のﾡ度を表示するのに使われる。これは一番良 

く使われる相関係数であり、多くの場合この様な理由から、全然修飾語を 

付けずに相関係数と呼げれている。したかつて、救々が2変量問の相映係 

数のﾡをする時には、 それは普通こ ・で読り している祖単相関係数のこ と 

である。

相関係数は 1 を越える値をと る こ とは出来ず、又 1 の仙は変量尚に完全 

た江の古が的連関のある時に限られている。それと対照的にマイナス 1以
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下の値を とることも 出来ず、 又一1 という 値は完全c負の直線的連関のあ 

る時に とられるものである。こ の中間にあるﾡでは相関係数の平方はある 

変量に関する一次回帰で勝りできる も う 一方の変プ に含まれ る全変動の割 

合を示す。 xとyとの尚の相炭係数か0.7である場合にはZの変ゝ、即ち

の分散の4 9%はyに炭する一次回帰に因る ものと考えるこ とか出来る。 

その逆も同じである。

頭と腸の周曲に関するデー クでは、 相関係数は次のﾡに推定された。

1.34 4 0r =---------
V〔1.9153 X 3.9 5 2 0

= 0.489
これは一方測定値の全変動の2 4%か他方の変最に対する一次回帰に よ 

り脱明できるこ とを示している。

観初された相関係数の有意性をﾡべるにはX表を使わげならない。例 

え観測数6 0では、絶対値0.2 5 4或は0.3 3 0を越える相関係数は、 

夫々 5%および 1%有意水準で有意である。

ﾡ測数 1 2 0 では、1 %有意水革は 0.234 であ り、 したかつて、上で 

計算 した位はﾡらかに高度に有意である。

相関係数の自由度と して、観測値の対数 よ り 2滅した仙を似う と便利な 

こともある。それは、直線を推定するには2対の観測値が必要であり、少 

く とも 3 対の観測値を使わない限 り、連関を検定するこ とは出来ないから 

である。したかつて相肉係数の自由度は述関の検定に使える観測値の 有効 

対致を示す。

相関係数の検定は回ﾡ係数の枚と負く 同 じ仮談、即ち 2 つの変量に 

相 関 かないか、即ち、それらの間の一次ﾡ係は仙然の結果生したものより 

大きいかという 攸設を吟味する ものである。もちろんこの2 つの 検定は 同 

意味のものであり、真く 同じ結果が得られる。

この方法のいつれそ 使 う かは一 変册の他 索 量 に対する一 次的従 国関係 を推 

定し検定 したいのか政は 2 変加問の一次的連関の程度を推定 したいのかど 

うかにより 変つて く る。

4.9 相氓係数 の比較 と 組合せ

Comparing and combining correlation 
coef f icients

同じものであるかど う かを決めるため 2 つ以上の場合で観測された相関 

係数を比較しななけれげならない場合がある。それには連関のﾡ度が別の考 

えにより 保響され るかど う かをﾡべてみる必硬がある。そのためには相関 

係数を変検し、もつと便利なR、Zを使う必硬がある。この変ﾡはX表を 

使 つて なされる。例えば0.3 1 5 に等 しいア の値 は、0. 3 2 2 に等 しいZ 
の位に変検され る。こ の変換 された値 Z は分散 ソ/(n-3)を も って近似的 

に正正規分布する。れは儲測対の数である。したがってね1 およびn9 対の 

観測値に基ずく 2つの2の値が比較されるならげ、その差の標準誤差は

V(_1_ + ——1. ) 71-3 722-3
有意差かある か否かを検定す る には次式を計算する必要が あり、これ を正規 

正規ﾡﾡ と して 検定する。

(21-22ン/V1。- n 1-ジ n 2-ジ

この比の5%、 1%、0.1%有意水単は夫々1.96、2.58、 3.29で

ある。

2 っ以上の 2 の位に有意なかなけれげ、それか ら計された相関係数
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は有意に違つておらず、全体の相関の推定をすることが出来る。これは 僧に基づいている。

式から計算され

, (n1-3)Z1+(n2-3)Z。+ .・・
乙 三 -----------------------------------------------------

(n1-3) 十 (n2-3) 十 ・。・・

7 の価を求めるため逆に変校す る。 この/ の仙ば実際には n 1+(n2-3)

4( na-3)+e・・ 対の観か値に基づく も のである。

例と して. 映とﾡの周闘のデータを考祭してみる。1 2 3観測価の中6 5
は少年、58は少女から得られたものであつた。この2組のそれぞれの相

関係致は 0.401と0.505 であつた。これは有意に違っているだろ う か

という質問が起る。 その分析は、 4.9a表の様にして行う。

性別

4. 9 a表 相関係数の比較と組合せ

Z (n-3) (n-3)Z
男 6 0.4

女 0.

Z1 0.425 - 0.5 5 4

M一3 + nとa Va. + 5

-0. 7 0

Z
5 6.820

0.486

7 0.451

この2つのZの仙の差は有意でない。したかつて、こみにした相関係数の 

推定値か求められる。この場合この値は0.45 1で実際に120対の観測

この方法で求めた こみに した相関の推定値は全料脚値を一静に して求め 

た相関 の推定仙 とは同 じでは ないこと に注意 しなけれならない。こみに 

した推定位は個々の組の平均、分散、および個々の回帰線の価斜間の差を 

考薄 していない。この結果、全認測位を一ﾡに僕つて求めた推定位より認 

製数い。

や 樹畑が色々な黄 料源から と られた様な場合には、 2変換を使つて求め 

たか決の推定値を考える 方が望 ま しい。 というのはこれを使え資料源間 

○差浄は除去され ると考えられ るからである。さ らに幾組ものﾡ測値の平 

占が相互に有意に沙つているかどう かを検定する こ と も有意差がな く ても 

乙. 小伍を一席 に使う こ と も困ﾡな間題が生じてく るからである。

女々 が時析当面する これ とは違つた型の問題けは 2組の細測値のいづれ が 

算 3 の組 とより 密接なな相関があ るかということを決めることである。例 

z 2 っの簡単な心理的テス ト のいづれが時問のかかる知能テス ト と密接な 

■/のある かを 知り たいとする。こ の松定が出来れ x り 相関の高い方が

能の調度と して使われるであろ う。

二 のほな物合の正確な方法は、相関係数を比軟することである。それら 

逃の有意性は次の様に して検定する。

2 変量の , y の いづれ が第 3 の変量αとよ り密接な相関のあるかを決め 

zならないとしょう。まず、対 と してとったこれら 3変量問の相関係数 

ン計算しなけれはなcらない。これにより3つの値/ェd,アyα,アェッ か求め 

られる。ムは と ya との比ﾡは"政いはyのいづれがαと祖接な関係 

あるか否かを示し、この2つの相関係数の述の有意性は相肉係数と して

,.を機定することにより 決定される。

2(1-ェプう
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このﾡは音通の係数と同数の観測価対に込づく ものと考えられ る。

この検定の例と して、 4.4 a表のデータを使つて、体 m W,頭の周田H
の いづれが胸 曲 Cとよ り術接な相関かあるかとい うこと を考察 してみよう。 

この場合の相関係数の推定価

/wC =0.755 /HC = 0.489 7wH= 0.5 6 4
( 3.7節の他と比較せよ )

この値から体地が胸 m と密接な相関のある こ と は明 らかである。しか し 

これが有意性のある密接な相ﾡであるこ と を決めるには次の様な叶計算を行 

う 必要があ る。

ク WC-/ HC 
2(1-アwH)

0.7 5 5 - 0.4 8 9
2(1 -0.564) 0.3 0 5

X表から 1 % 有意水準の値は 0.234であり、 したがってこのﾡは板め 

て有意である。

したかって体重は頭のﾡ囲よ り も胸囲の有意よ り良き指柳であると結 

診される。もちろん体まと 頤 の周ぬの両まに使 つた 測度 は個々 のものよ り 

当然良い結果が得られる。このﾡの組合 した連関を含む間题 は次 ル で考祭 

することにする。 しか、し時間その他の原因により、一ﾡのﾡ定仙しかとれ 

ない場合には, 上記の検定法はどの測定値の組かﾡも有効であるかを決定 

する時に役立つであろ う。

4.1 0 固有の関係の推ﾡ定

EstimatiOn 0 1 underlying relationships

両組の測定俶に含まれる原因不明の変動の相対的大きさについて仮定を 

設ける ことか出来ない限り. 固有のﾡ型凶係は推定できないことを、2.6 
気で指」した。

ご=«1t 十 b1十 e1

y = dst +bs+2s

であるとする。

xとy問の固有の関係は

x-b yーb2

である。

しかしこの関係を推定するには比

var(eg)R =---- --
ひαT(e 1)

が分つていなければならない。

この比が既知であれげ、推定された関係は

y-す = b(x-云)

e ひαT(ッー R e 2αT()---------------
b=----------'+V(R+(SJ4T(YとRe..ぴてぞ))8〕2 e COv(x,y) 2 2 cov(で,y)

頭と胸の周囲のデータでRを0.5 と して4.4節に示 してある値を代入す

nれ
» _ 19153-05*39520」ro。-g1535二o.5x3ら52。ふ、2 X 1.3 44 0 卜 2* 1.3440 ノ 丿

= 0.685
H-45.8=0.685 (C-447

別の Rの値に対 して 同様 な線が定め られ2 6図に示 してある様にいろい 

ろのR の価 に 対 して一組 の線 か求められる。
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残念ながら補足的情報がないと Rを推定するこ とけは不可能であり、一船 

に Rについて大略の推定を して、色々 なェRのﾡに対する推定された関係 

の感度を確めるためあるﾡ囲の位を代入 してみ る必要がある。

別の推定方法か7.6およひ10.5 節に示 してあるか, いづれの場合で も 

e1 , e2 の特性についての仮定か必ﾡである。 Rの妥当なﾡについて追加 

1報か得られるか、さらに仮定か設けられて、始めて固有の肉係が推定で 

き るのである。

2. 6節で指摘した様に、こ の方法は独立変量 に抽出誤差その他の誤差の 

ある時にも使える。この様な誤差かななけれはどの様な回帰関係があるかを 

推定したい。この場合、この問地は"理想的"回帰関係を求めることであ 

る。

独立変貴に含まれ る抽出誤と従服変量に含まれる全ての誤差 と の比が 

分っておれ、実際にこのことは行える。これを上記方程式のRの所に代 

入する。別法が8.7節に示してある。

多変量の連関 Multipュe Association

5.1 加回帰方程式の推定

Estimation of multiple rgression equation
この章では、幾組かの測定値が同氏 に と られた時の関係の推定法を考え 

てみよ う。

例えは、小表収量、降水量、日照時問、除諾日数、平均気が幾年にも 

わたって、同一場所で翻測され、収ﾡ量がいろいろな気象状条によつてど 

の様な影保をうけるかを推定したい場合が あ る。

一般に数組の観測位c1,s,。・・ xn i y1,ys・。・ yn ; t1,ts・ 
・・tn があり、次の型の線型関係を推定したいとする。

y-y0= 8z(x-ごo)+8t(t-to)+ ・.・・
この様な関係により他の恋昇とyの従反関係を測り、 x, t・・の対応 

する位か与えられた時yの価を推定するこ とがでさ るのである。独立で母 

が一つの線型回ﾡの場合と同 じ く、回帰方程式を推定するには回帰を満足 

する任意の値を推定し、独立交量に対する従風変量の回帰係数を推定する 

必裏がある。はつきり している値は、前と同様観測値の算術平均である。 

したかって nnn

どツ: 一 : 三t:y = 2三 1 , = 2三 1 , t = 2三 1 ・
7nn

であれば、 yo, co, t。 の代りにy , 交 , てか使われる。

係数Pz, Py は連立一次方程式から推定される。

bxe vのT(2)+bt e covz, t)+・ ・-。 = ecOv(x,y)
bxe cov(c,t+bt e vαr(t十・・・- = e cOv(t,y)
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或は次の方程式を使つて直投平方和、積和から簡に推定するこ ともで 

きる。

bっ二!〜:一そ)2+とっ二(2ュ1一云(セーて)+.・・ = こ(x1-云)(yi一5)

n n_,n
6 x と(ペューc) ( ti一tフ+ ゃと (ti一t)*十・・・ =と( t一て)(3ュー5)

例と して、 11,21,22,2 3図で彼つた収入に関する観測値につ 

いて考えてみよ う。

5.1a表 1940年のアメリカ各州における 

10g(平均収入),I , 10g(労働者百分率 )L, 
有色人ﾡの割合 C ,

_________ 州______________ I L ___  C
Maine 2. 7 2 9 1.591 0. 0 0 3
Nowr Hampsh 27ro 1.624

1.595
0. 0 0 1
0.001Vermont

** りジ 

2.742
Massachusetts 2.905 1.631 0- 0 1 4
Rhode Island 2.903 1.654 0. 0 1 6
Con r ec t i cut 2.962 1.654 0.00
New York 2. 5 9 8 1.646

・ *イイ

0.044
New Fersey 2.922 1.6 5 0 o. 0 5 5
Pennsylv an i a 2.826 1.6 0 5 0.048
ohio 2. 8 5 1 1.6 0 2 0.049
Indiana 2.777 1 1.589 0. 0 3 6
Illinois • 2. 8 8 8 1.6 2 9 0.050
M i chigan 2.843 1.607 0.0411Wisconsin t 2- 7 5 6 1.5 9 2 0.008
Minnesota 2.732 1.596 0.008

(88) (89)

1地 --_ + L S___

Iowa 2. 7 2 9 1.5 7 7 0. 0 0 7
M issour i 2.740 1.604 0. 0 6 5
North Dakota 2. 6 3 4 1-5 6 5 0.016
Sow th Dakota 2. 6 2 5 1.572 0. 0 3 7
Nebraska 2.657 1.581 •

0. 0 1 4
Kansas 2.666 1.570 0. 0 3 7
Delaware 2. 9 5 1 1.6 3 2 0.1 3 5
Maryland 2.869 1.624 0.1 6 6
Diet of Cd 3. 0 2 3 1.715 0. 2 8 5
Virginia 2.686 1.5 8 6 0.247
west Virginia 2. 6 2 9 1.5 2 3 0. 0 6 2
N. Carolina 2. 5 4 4 1.5 7 2 0. 2 8 1
S. Carolina 2. 4 9 1 1.585 0. 4 2 9
Ge。 rg i a 2.531 1.594 0. 3 4 8
Florida 2.683 1.618 0.272
Kentucky 2. 5 2 4 1.5 4 5 0. 0 7 5
Tenne SSee 2. 5 4 8 1.5 6 5 0.1 7 4
Alabama 2.483 1.5 5 5 0. 3 4 7 

•
Mississippi 2. 3 7 7 1.568i 0.493

・

Arkansas 2. 4 6 5 1.5 4 21
0. 2 4 8

Lou isiana 2.596 1 1.573• 0. 3 6 01
Oklahoma 2. 6 0 4 1.5 3 7I

0. 0 9 9
TexaS 2. 6 5 1 1.583 ；0.1 4 5

・

Montana b 2.772 1.604 0.034

Idako 2.674 1.5 6 1 ; 0.011 
・

Wyoming 2.784・
1.602 : 0-016

Colorado 2. 7 4 5 1.574
・

0.015
New MexlcO 2.575 1.5 2 4 0. 0 7 4

・



___________州_________ I L C
Arizona

******** **--* ***マ *** ﾡ ﾡ * •*β
2- 6 9 9

琴 番帝で幹 ﾡ •■-

L 5 5 8
・ * ♦ T 

0.145
U tah 2. 7 0 8 1.518 o. 0 1 3
Nevada 2. 9 2 3 1.6 3 9 0.056
Washington

i 2.849 1.616 0.022
OIegOn 2.801 1.6 1 9 0.013
California 2.928 1.6 3 0 0.045

第 1 段階として,これらの値の和、平方和、松和を計算する。

夏L=78.096 C = 5. 1 8 0 SI=133.727
gL2=124.541714 ZLC=8.231496 ELI=213.360273

JC 2 = 1.3 2 9 0 7 8 CI=13.635331
yI ° = 3 6 6.0 5 6 7 7 5

この価から4.2 , 4.3節の公式を使つて平均位および平均値のﾡりの平

方和、務和を計算すれば

L=1.594 C=0.106 1=2.729
ぶ (L-I)=0.。 72628 rふCL+D(c-③=-0.。 24367,x C-L( -=0.2 26726

x( C-G)=0.781478 x(c-③α-D=-0.501523
E(I-T) =1.099417

したかって 回帰係数を決め る ための方程式

0.。 7 2 6 28bL-0.。 24 3 6 7bc=0.226 726
-0.024.367bL+0.78 14 78bc=←0.50 1 5 2 3

この方程式から

bL=2.9372

bc =-5502

か得られる。したかつて推定された回帰線は

I-2.7 29=2.9372(L-1.594)-0.5502( C-0.1 06)
故に

1 = 2. 9372L- 0. 5502C-1-895
この関係は2.4節でグラフで求めたものと比較しょ う。この3つの結果 

はよく 一致 してい る こ と が分 る。

回ﾡの分散分析 Analysis of variance for
multiple regression

分散分析けは多変量徒試関係の有意性の検定および従原変ﾡに含まh てい 

る原因不明の変動性を推定するために使わ る。この方法は独立帝岁が 1 
つの場合の回帰と同じであり、回帰に帰因する平方和は

bっさ (x1-そ) ( -テ)++こ(一ゝ(yュ-す)+......

これは独立変話の数だけの自由度をもっている。

全体の平方和は普通の よ う に して計算され、残差の平方和は引算で求め 

られる。

例と して前的 で行った推定の分散分析を考えよ う。回帰に帰因する平方 

和は

2.9372 X 0.22 6 72 6 +(-0.5502)(-501523)=0.941878 
したかつて分散分析は5.2 a表の様になる。

5. 2 a 表 ホ•回海の分散分析

変動因 自由度 平方和 分放の推定仰 _

LCに船因 2 0.9419 0.4709
原因不明 46 0. 1 5 7 5 0. 0 0 3 4 2
-- 48 1.0994 0.02290
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分散比04709/0.00342=137.7(自由度2 ・46)は極めて有意である。

L , cを考慮したと き 1og(収入 ) の標準ﾡがV0.603る2 =士 0.0585 
であることを、原因不ﾡの分散は示している。 L, Cを考慮した時収入の 

百分率で表わした変ﾡ性を表示するため、この他の女城か求められる。こ 

の位は大体1 5%である。

こ の方法で行つてい る分散分析は1回全体の布意ﾡを検定 しているので 

あって、回帰に谷まれている特定の変量の有意性を検定するものでないこ 

とに注意を払わわはならない。これを行うには、 さらに術析を行ってみる 

必要かある。

5.3 時定の変量に関する検定

Testing particular variables
ある恋ﾡが従属変景の予ﾡに有意賃ﾡを していスか否かをﾡ定するに 

は、 まイ、その変邦を含めた分的分析を行い、次いでその変量を除いた分 

析を行 う 必夢があ る。その方法ではその変景を含むための平方和を推定L 
分散比検定を役って松べる。

前節の回帰にCを含ませるこ との有意性を検定したいと3 る。Cを除い 

た時のLに対する I の回帰係数は0.22672(/0.072628=3.1217 であり 

分散分析における平方和は3.1217*0.226726=0.7078 である。 したかっ 

てcを合むため生する余分な部分は0.9419-0.7078=0.2341 であり、分 

散分析は5.3 a表の球になる。

5.3a表 重回帰の分散分析

___変5回_________ 自由度 平方和 分散の推定催

Lに帰因するもの 1 0.7078 0.7078
C ピ地四 32 1 0. 2 3 4 1 0. 2 3 4 1

-------------------------------- ・ ・

Lと Cに帰因する もの 2 0. 9 4 1 9 —原因不明 4 6 0.1 5 7 5 0. 0 0 3 4 2
M計 4 8 1.0994 0. 0 2 2 9 0

Cを含すせる効果を検べる分散比は0.23410.00342=68.5 (自由度1・
4 6 ) であ り、V表からこれは 1 %水で布意であ る。したかって C は全 

体の回用に有意な貢献を している。

変量の数の如何を問わす、上記と同じ方法が使える。

5.4 分散分析を使つての回帰の比較

Comparison of regressions using the analysis 
〇 f variance

有意差があるか否かを知るため一連の回ﾡを比較する必ﾡのあるこ と が 

ある。これを行 う 方法を示すには次の例が役に立つであろ う。3匹のこの 

現状動脈F,心耳部の血圧 A ,肺動脈の血圧Pについての都測値を5.4a 
表は示 している ( E・W・H・Cruickshank 教投のデー タ )

5.4 a表 3匹のねこについてのﾡ測他

ねこ Coronary 
w

flow Auricular 
pressure A

Pulmonary artery
pressure P

I 8 7. 0 2 7. 5
11 9. 6 29.5
1 4 1 2. 2 3 2. 0
1 0 10.5 30.2

9 s. 0 27.0
7 6. 5 24.2
4 5. 0 22.5
3. 3. 7 19.0

6. 8 2 4. 8
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A と Pに対する Fの従服関係が3匹全てについて同じであるかどうかを検 

べるに は各助物について別々に回帰を求める必ﾡがある。

これ次の3組の方程式で表わされる。

59.64bA+94.06bP= 8 5.9
ねこ' ' 94.06bA +170.36bP = 171.3

F A P
3 6. 8 2 2. 5
2 6. 8 2 1.5
0 6- 8 2 2. 〇

1 3 8. 5 2 2. 5
9 9. 8 2 4. 0

1 0 1 1.2 2 5. 〇

1 4 11.2 2 5. 5
1 4 1 1. 2 2 4. 5
1 4 11.2 2 4. 〇
1 0 11-2 2 3. 0

7 11-2 2 2. 0
9 11-2 23.2

1 3 1 3. 5 2 5. 0
2 2 1 5. 5 2 7. 2
1 0 11.8

8. 5
2 3. 5
2 0. 2

5 5. 8 1 7. 0
8 9. 8 2 1-5

:: 11.2
8. 8

2 9- 5
2 5. 0

1 5 1 0. 5 27.5
1 5 1 2. 0 29.0
1 7 1 3. 8 31.5
1 9
1 2

16.5
12.2

3 4. 0
3 0. 0

この方程式か ら

ねこI; 69.07bA 十 6 6.2 9 b P 二 123.4
66.29bA + 8 3.1 3bP 三 1 28.1

hこI ・ 36.52bA + 41.35bP = 2 2.0
4 1.35 b A + 49.00bP = 2 5.0

3匹の分散分析が 5. 4 b表に示してある。

ね こ- I ねこI わねこI
bA = - 0. s 765 1.3110 0. 5 5 5 5
bP= 1-2:788 0.4955 0. 0 4 1 4

5.4 b表 3匹のねこに対する分散分析

変動因 Df
わこ :

Ss Ev Df
わこ

SS

〜をを幸 金義 » ・・-季番幸を義*為
n

Ev Df
わこI 
Ss Ev

A と Pに帰 
因するもの

2 169.5 8 4.7 5 2 2 2 5.3 11 2.6 5 2 13.3 6.6 5
原回不明 2 3.2 2.5 8 12 8 9.1 7.4 3 4 1 8.4 460

計 11 1 9 2.7
1 17.52 , --14 314.4 2 2.4 6 6 31.7 5.2s

V表によれば、奴 も 大きな比 7.4 レ25 8 = 2.8 8 は有意でないから、この3 
つの方程式の原因不明の変動は比較 し う る量である こ と か示され ている。 

したがって この3 つの解析は 5.4c 表の様に 1 つの解析に まとめることが 

できる。

5.4c表 こみにした分散分析

_ 変 動 因 Df Ss Ev
3 つの回帰の APK 6 4 0 8.1 6 8. 〇 2
因す るもの

原回不明 2 5 1 3 0. 7 5. 2 3
計 3 1 5 3 8. 8
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一括した回帰に帰因する平方和を推定するためこの3組の方程式を加え

合せこれを解く。

3組の方程式の和は

165.23bA+201.70bP=231.3

20 1.70bA+308.4 9 bP=3 2 4.4

これか ら bA= 0.5756
bP= 0.6752

したかってこみに した回ﾡにﾡ因する平方和

0.5756X231.3+0.6752*324.4=352.2 自由度 2
これと回帰の和との差408.1 - 3 5 2.2 = 5 5.9 は3匹のねこの回帰I 

の差を検定するのに使われる。したがつてこの解析は、 5.4d表の様にし 

て完成される。

5.4d裏 綜合分 散分析

変動因 D f S S E v f

こみした回帰に帰因する も の 2 3 5 2. 2 1 7 6.1 0

回帰係数間の差に帰因す るもの 4 5 5. 9 1 3. 9 8

回帰の和に帰因するもの 6 408.1

原因不明 2 5 1 3 0. 7 5. 2 3

計 3 1 5 3 8. 8

分散比13.98/5.23=2.67 自由度4, 2 5 は5%有意水単2.76に達し 

ていない。したかつて回ﾡ間の差は大きいけれど有意でなく、偶然に よ 

る ものてあ ると結論される。

( "注 疑のある時に分の—様性についてのBartlett 検定法な 

適用する必要かある。)

この解析は回ﾡ係数間の差を検定するに過ぎず、一連の平行な回帰線の 

差は分らなないことに注意せよ。この様な差の存在を検定するには、さらに 

解析を行う必硬がある。ﾡ測価を全部一括して、ねこ 間の差を無視 して新 

しい回帰を求める。これは

282.4 5bA+2 4 2. 3 7bP=42 s.1
2 4 2. 3 7 bA+4 9 7. 5 3bP=4 85.o

bA=1.1670
bP=0.4 o 6 3

分散分折は5.4 e表に示してある通りである。

5.4e表 全智測値を使つた分散分析

変動回____________ 自由座 平方和 分散の推定値_________

回帰に帰因するもの 2 696.6 3 4 8. 3 0
回帰係数間の差(54d表より) 4 5 5. 9
原因不明 2 7 1 6 5. 4 13.98

計 3 3 9 1 7. 9
回怖線間の隔りを検定する平方和を求めるには、5. 4 e表の原因不明の

平方和から5.4 d表の原因不明の平方和を引かねならない。その値

165.4-1 30.7=34.7
自由度は2である。したがって最終的な分分析は5.4 f表の通りである。

5. 4 f*_域終 的 分散分析_____________________________________________

変動因 自由度 平方和 分散の推定値________

回帰に鼎因するもの 2 6 9 6. 6 348.30
回帰係 数 間の 達 に帰 因 す るもの 4 5 5. 9 13.98
回ﾡﾡ間の附 り に帰因す るもの 2 3 4. 7 1 7. 3 5
原旦不男 2 5 1 3 0. 7 5.23

計 3 3 9 1 7. 9
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回帰線間の隔りを検べる分散比 17.35/5.23=3.32 は 5 %水準(3.38 ) 
で有意でないか、その値はかな り大きいかさ らに調べてみるのが妥当であ 

る。したかってこの3 匹のわこに関する観測位は一つの回帰式で表わせる 

と結診される。

F-9.94 = 1.1670(A-9.89)+0.4063(P-25.21)
F = 1.1670A + 0.4063P - 11.84

しか し、回帰繰の陥 り を検べる平方和か大き けれは 3 つの平行な回楠 

線を使わねは ならない。

わねこI F-6.3 3 = 0.5756(A-7.4○)+0.6752(P-25.22)
F = 0.5 7 5 6 A + 0.6752P - 15.0 0

わねこI F-10.20= 0.5756(A-10.77)+0.6752(P-23.2 1 )
F = 0.5 7 5 6 A + 0.6 7 5 2 P - 1 1.6 7

ねこI F-15.57= 0.5756(A-12.14)+0.6752(P-29.50)
F = 0.5 7 5 6 十 0.6 7 5 2 — 1 1.3 4

この場合には回帰係数は3組の回帰係数を加え合せてbA , bp に.つい、 

て解いたものから計算されているこ と に 注意せよ。

とする。

この場合 び 三 a 九
そこで、係数の行列は 

/
a12

逆行列を求めるに、方程式の右辺の値をﾡ次1,0.0.0,.・・・・ ; 0,1,0,0, 
・・・・ 0,0,1,0,・・・・j で おきかえて 考察する。どのよう なr場合でも A は 1
個所を除いて0で置ﾡされ、この除外個所は 1で置検される。

次の位を求めるため方ﾡ式を解く。

第1回の解 第 2 回の解 第 3 回の解

C13

b8 三

逆行列 はこの解の組から成つてい る。

逆行列 と 回帰係数の標準誤差

The inverse matrix and standard error of
3 2 3 3

regression coefficients
回帰係数 の標準誤差を推定す るためには、回掃係数 の推定に 用いられた

方程式の係数の逆行列を計3す る必要かあ る。その方法を述べる方程式を

a11b1+a12b2+a13b3十。-。 =A1
a21bl+a22b2+a2aba+ee・ =A2
as1b1+a32b2+as3ba+ee。 =A8

(98)

Cれ=CZ 則ち行列は対称である ということ を用いて計算を吟味す 

る。

例と して次の方程式を考えてみる。
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逆行列を求めるため、4組の方程式を同時に解く。
(1) (2) (3) (4)b1十2b2-3b8-2b4 =1000

方程式の左た辺の係数だけがこの計算に用いられ る こ とに注意せよ。しか 

し, 右辺の数仙を全て含ませる と 逆行列が叶計算され るのと 同時に この方春 

式は解かれる。この解は b1=3,bs=4,b8=1,b4=4 であ り 

これは自動的に逆行列の吟味 となる。

b1= 173*4一 48*24+18*19+11*11 = 3
b2= -48*4+13.5*24- 5X19- 3X1 1 = 4
ba= 18*4- 5x*24+ 2*19+ 1X11 = 1
b4= 11*4 - 3*24+ 1*19+ 1X11 = 2

回相 方程式 の 係数 の逆行列 は 回制方程式 の分散、共分散を推定するのに 

用いられ る。

ct, か 1行グ列の硬素を表わすものとすれは

Cov(bz,bj) = CzyvQT.r()
vαr(bz) = C;;vαTx(y)

vαrz(y)yに含まれる原因不ﾡの変ﾡを表わす。例え、 上の数値例

(1) (2) (3) (4)
b1 = 1 7 3 -48 1 8 11
ba = -48 1 3. 5 - 5 一 3
ba = 1 8 - 5 2 1
L = 11 - 3 1 1

したがつて逆行列は

173 -48 1 8 一へ11
-48 1 3. 5 - 5 一 3

1 8 - 5 2 1
11* 一 3 1 1

2b1+6b2-2b3-2b, = 0
-3b1-2b2+18b8-9b4= 0010
-2b1一2b2十9b8+8b4 = 0

1式を使って23,4,式からb1 を消去する。
(1) (2)2b2十 4b3十 2b4 =-2 1 (3) (4) 0 0

4b2十9b3 十3b4
2b2十3b3十4b4 0

この方程式の 1 式を役つて 2. 3式から b2 を消去する。

(1)(2) (3) (4) ba-b4 = 7-2 1 0
-b 8 +2 b 4 = 4-1 0 1 

後にb3 をﾡ去すれは

b4 =
(1) (2) (3) (4)L1-3 1 1

逆解法により 4つの解か得られる。
では

(IO。 ) (IOl)



ひαT(b2) = 13.5 ひQTx()
COv(blbz)= -4 8 ひαTz(y)

前節 の観浦値 を使 つて もつと実際的な例を示さ う。前節で 3匹のわね こを

一ﾡ に して推した回係数の誤を水めるため、次の方程式を即く。

282.45bA 十 242.3
242.37bA + 4 9 7.5

これから次の位か得られる。

(1)
bA = 0.006084
bp = -0.002964

即ち逆行列け

0. 0 0 6
-0.002

これから

bA の標準誤差

bP の標ﾡ誤 

e COv(bA

(1ノ (2) (3)
P= 1 0 428.1
P= 0 1 485.0

(2) (3)
-0.002964 1.1670

0.0 0 3 4 5 4 0.4063

= V(0.006084*5.23)
= 土 0.1784
= V(0.003454 X5.2 3 )
= 土 0.1344
bP) =-0.。 02964*5.23

bA ,bPの相ﾡ

=-0. 015501
-0. 0 1 5 5 0 1・.-← 〜*〜**« --**。を会 ・・ • • ■ ― ・ ・ ・0.1784 X 0.1 3 4 4

= 一0.646

あ準誤差は 回 係 数 の 価に対する範囲を定めるのに用いられる。 bA 
とbp との間に高い負の相関のあることはは、bA が真値の過大推定位であ 

n九bp は週小推定値 となること *示 している。 逆も亦真である。

5.6 推定仙の試差 Error of an estinated value
推定位に含ま る誤を叶計る時には回分係数を推定する方ﾡ式の係数の 

逆行先 が必要である。一ﾡの価( x,T,:: )に対応するyの値を推定 

したいとする。則ち

引+ムx (x一ふ)+めt ( T- t
その分防は次式で示され る

りaTa()〔え c.x(xーニ +Ctt(Tーモが +・.( 同様な平方の羽 ) 

+2c.(x-交)(T-て)+.... ( 同様な群の項 )

nはﾡ測数であ り、 vαTxyty の原因不明の分散である。

例と して心耳の血圧 & 5 , 肺動脈の血圧 28.。 に対応する現状動脈を 

定したいとす る。

この推定位は

9.94+1.1670( 8.5 -9.8 9 ) +0.4 063(25.0-25.21)
= 9.94-1.1670*1.39+0.4063*2.79
=9. 4 5

こ の仙 の推定分散は

5.23〔,+0.006084 (1.39) +0.003454 (2.79)-2*0.002964 
(-1.39)(2.79)〕

= 5.23〔0.02941+0.。 1 1 75+0.02689+0.02299〕

= 0.4761
標単 談差は V(0.4761) =士 0.69 である。 したかつて推定催の9 5%信
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頼限界

9.4 5士206(0.69) = 8.03 と 1 0.8 7
追 加観ﾡ位 平均か こ の期待値 と 一致 していス か否か を 検定す る には上記 

の分散に、この観開値の平均値の分散を加える必要かある。例えは10個 

の追加般ﾡ仙か、 F=124,A=8.5,P=2め。 であ り、F の期待価 

か上と同じく 9.4 5であるとすれは、 差12.4-9.45=2.95 の分散は

5.23
------- 十0.4761=09991

追加ﾡﾡ仙の平均仙の9 9%限界は

9.4 5 十 2.7 9 V(0.9991) = 6.6 6 と 12.24
したかつて追加観調価当てめた回帰線 と は 有意に 違 つて いる。

5.7 異常観測値の検定 Testing extreme observations
異常設測値は前節の方法を使って検定される。しかし独立変量が1 っ以 

上の時でも 4.7節の注意がそのま 主適用される。緊常ﾡ測価 と して疑がい 

うる先見的な理由かなければ、最も興常なものを除いて、全ﾡ調測価を解析 

に使うべきである。

偏差の分散を叶計算するために、前 と 同 じ様に観ﾡ仙の分放から推指定仙 の 

分散を引かねならない。即ち偏差の分散は

vαTy〔1---Cxx(X一交) -C t+(T-て"一.。・-2Ct(X一)(T一t)..)
興常観調測値を検定するには、一般に用いられる場合よ り高い有意水単を 

使う べきである力、. U。アマM の推定値は偏差に独立でないから、限界を定 

めるﾡに用いられるt は近似的なものである。

したかつて、この方法による検定は、次の活物のための完全な過むとい 

うよりは、一つの指標に過ぎない。

例として、 ねこIのﾡ区の観測位、F=0 , A=6.8 , P=2 2.0 と考えてみよ

う。Fの期待価は

1.1670(6.8)+0.4063(22.0)-11.84 = 5.0 3
期待ﾡからの個の分散は

1 2、25.23 〔1------0.006084(3.09) -0.003454(3.21) -2X0.0029643 4
(309)(3.21)〕 = 4.279

期待働の 9 9 %限界は、大略

5.03士2.79V(4.279) =-0.74 と 10.80
F=。 なる価はこ の限界内にあり、従つてこの観測ﾡは充分仙然変動の 

領域内にあるこ とが分る。

6.8 ﾡ相関係数とﾡ相関係数

Multiple and partial errelation coefficients 
あ る変計 と 他 の数恋田と の一次関係の理府 や他 の 変科を老面した時 その 

変量と任意の一つの恋量と の相関の程度を示すために重相関係数や側相関 

係数を計算する と役に立つこ とがある。普通の相関係数は ryx° =«に帰 

因する の全平方和の割合と定表されてい る。

こnれ に対 して、1[(相関および偏相関係数は次の様に定むされ る。

Rjxt =x, t........に帰因するyの全平方和の割合

rシtx =の効果を除いた時の tに帰因するy の全平方和の割合 

この量は分散分析表から直接計算される。例えは、 5.3a表でI ・L,
○について計算した分散分析表か、ら、次の係数か得られる。

7 =V(07078 = 0.8 0 2'IL 1.0994

1ヒロ Y1.0994
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/ェC-L=V( 0.2 3 4 1一 
1:0954-07078 = 0.7 7 3

これは元の解析と分放比を使つてセめて使利に検定されるか、直ﾡに検 

兄を行う表を用いることも出来る。例えは越ﾡ改より 1 を減じた自由度の 

x表のMを用いて催相関係政か検定され、同ﾡに偽関係数の組合せや比 

核のため2変検か用いられる。

ﾡ相関係数および個相関係数は原則的には逃進関の程度を示すために用い 

うべきである。大低の場合、同時に関を推定するのか普通であるから、 

こ の係数は分散分析表から求めるのが域も優利である。しか し変量の各組 

合せ毎に求めた相関係数を使つて直接】相関・ 何相関係数を計算すること 

も出来る。このための公式は変Fが3以下の場合を除いて、一般にその用 

法は初雑であり、時間のかかるものである。

こ の場合に は
2 2

Ry zt" = 'y+"ッt二"クェtクッ空クッt

ご=a36十b27十 C2+e 2
t=as6+baワ+ cs+e 3

固有の関係は

(asbs-asbs )(y一c1 )+(asbl-albs) (r-cs)+( albs-asbl)
(t-c8)=o
この関係を推定したいなら、 c1,c2,e8 の相対的な大ささか分って 

いなければならない。

一般には

vαT(c2) var(s3)
var(。 1う ^9= ▽arて。1う ......

したかつて推定され る関係は

y-y= bx(x一交)+bt(t一t)+.・・・
この場合

bx二,(ュ- j+bt三:xューをてューも)+...=チ円ュ-こ)(yュー)+ス1bJS

/yt一/ y 八 t
V(i-7yz2う(1-アこてるう

bxこ!xューで)(t1一も)+btこ(tューも+・・=こ(tューモxyュ -y)+A2bts 

こy -す)-bxGシデュー云)(yュ-シ)-21bxs〕-bt〔Sstュ-モ) (yュ-テ)

1 + 入1bx° + 入2bt+。s・
5.9 固有の閱係の推定

Estimation of underlying relationships
数変量間のぬ係を推定する方広ほか、なり 複継で各測定位に含まれる相対

的変ﾡ性を知る必硬かある。したかつて、例えは3変量の時には 

y=ale+b17+C1I ・1

ース 2b tS〕

このbx,bt ・**・*S の方程式は逐次近似法で解く のか放もよい。

bzB,btS の大体の仙をこの方程式の右辺に代入してbx,bt ...... の 

位を求める。これtはS 従つてbx S,bt s のさらに良い近似値な求め
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る ために使われ,これはﾡ次この価は bx,bt の推定価な改書するのに使 

われる。確実な係数の位が得られるまでこの方法を繰返す。

この計算について次の 3 つの点に注意をする。第 1 に係叡の遂次近似 

値 を求める ために この方程式の逆行 列か便われ る。第2にS の位に対する 

逐次辺似は減小する。第3に bx,bt の放的推定位は次の方極式をあ足 

する。
n -2n- - n- -

5=と (yューy)一bx二!ペューぞ)(yi一y)一bt,と! 一t)(3ューyー・・・

これはこの計全体の時味に もfる。

例として、 5.4節,の生理学的観価を考えてみる。ムー A 2=1 の史,

F , A , P問の関係を推定したいとする。係数bA,bp は
282.45tA + 242.37bp = 428.1 + bA S
242.37bA + 497.53bp = 4 8 5.0 +bp S

か、ら推定され る。

ただし

9 17.9 -bA (42b.l-bAS)-bp (485.0-bps )
1+bA2+ bp2

第1近似としてS=bAS=bPS=。 とおく。その場合には、方程式 

は.

282.45bA十242.37bp=4281
242.37b。+497.53bp=485.0:

則ち

bA= ,1.1670

917.9-1.1670(4281)-0.4063(48502
1+(1.1670)3+(0.4063) ’

= 8 7. 5 6

したかつて第2近似価S=87.56 bAS=10 2.2 bPS=35.6であり

と bP «決める方ﾡ式は

282.45b, +242.37b=530.34 よ

242.37bA+497.53bp=520.6
となる。したかつて

bA = 1.683
bp = 0. 2 2 6

s _ 9 1 7.9-1.6 8 3 ( 3 2 5.9 ) -0.2 2 6 ( 4 4 9.4 )
i + て1683+ て0.226)3

= 6 8. 9 7
したかつて第 3 近似位は S=68.97,bA S=116.1,bpS 

であり, 方研式は

282.45bA+242.37bp=544.2
2 4 2.37bA+4 9 7. 53bp = 50 0. 6

故に ヽ '. ：—. 2

bA = 1.827
bp = 0. 1 1 6
。 _ 917.9-1.827(312.0)-0.116(469.4) 

1+(1.827メ +(0.116)"
= 6 7. 4 3

これ 以上 の 近似儼 は 5. 9 a表に示してある。
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4 th 5 th 6th 7 th 8th 9th
S 67.4 3 6 7.19 6 7.11 6 7.0 6 6 7.。 6 6 7.0 3

bA S 123.2 1 2 7.2 ・129.3 1 3 0.4 1 3 1.0 1 3 1.3
p S ; .8 4.6 3.0 2.2 1.8 1.6

bA 1893 1-9 2 7 1.945 1-9 4 5 1.959 1-9 6 1
0.068 0.045 0.033 U.027 0-0 2 4 0-0 2 3

5近似1以降においてば S のグ(は修めてなてあ り ・ したかつて こ 

の近似で求めたり。, bp の値か数会的な他の代りに用いられる。計算の 

吟味として

917.9-1.961(428.1)-0.023(4850) = 6 7.2 1
に注意する。この位はSの抜総ﾡとかなりよく一致している。 したがつて 

推定され た関係は

F - 9.9 4=1.9 6 1 (A-9.89)+0.023( P-2 5.2 1 )
即ち F- 1.961A-0.023P+10.03=0

Pは・ AとPに対するFの回帰に有意な仰きをおよすが、この関係の 

推定にはﾡく 位か・な項ﾡ をするに過き ないこ と に気付かわばならない。・ 

有関係の推定では、 この様なことは修く普通である。この秋なことがどの 

様にして起るかを示すため、特殊な例を考えてみる。

y=26+27
<=+ワ+。

t=27
とする。

xとtに対す るy の回加は次の回加 方柱式で示され る。

y=t+b 一t)
bは2より小さく誤ﾡeによつて変る。 したかつて、b=1.2であり、

回ﾡ方程式は

y=12x+0.4 t

となる。

しか し こ の場合両行の関係

y = 2x
であり、 tは裂かれていない。 したかつて変』tは単戦に別の独立変量c 

の変動 ・ のお果と して回帰方程式の内に入つている。 しかしyのご と の問 

の主な連関とは無関係である。

この方法でﾡ味かあるのは、解れるべき方 程 町 振と同数の 解才 も つ

ている点である。 t記の方法は s が銓小である離を取 り上けたものである。 

例え、 上の方ﾡ式を満足するSの値は3つある、 67,187, 1444 
この内一番前のものは上記の解法で求 ったものである。

後に - 1 2. 3節-他の法がﾡ定の章味をもつてり、政る場合にはさら 

に精しく固有関係と して用いられるであろ う。た ドー つの関係が必朝な時 

cは、最る明確に定められ ている上記の方法を選s。
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第6章 曲線的連関 Curvilinear Aeeociation

6.1 分散分析と非線型的閣

A nalysie of varianoe and non - linear a880- 
oiation

2つ以上の変量間の逆ﾡのﾡ定は分散分析に よって行われる。 ﾡﾡﾡ 
が独立変量の位によつて紐に分け らてzれば、従属変量の各組の平均位 

が有意に違っているか否かをﾡべるため、分散分析が行 われる。

乙のﾡな差は従属変量と後立変量との連叫の存在を示してセり、この場 

合 に逃関の形について仮定 そ設ける必迷ない。したがつて地ﾡの一般 

的検定 とる。

乙の型の検討の妥当性と確かめるには、従属変量の位とは無関係に組分 

け 全行う必要があ る。独立変量の各組毎に、数個の就測値が と ら は、 

同 じ独立変量の位をもつﾡﾡ価から成っている組を選び出すと とが出来る。

非常 に複雑な 関係があ る と考えれない限 り 普 皿ほぼ同 故の観測値か 6 な 

る5～ 6組に分け るとよい。

6.1a 表に示してある観側値の解析で、乙の検定を使つた簡川例を示 

そう。この表には1 1才の5 0人の小児の3術商arithmeti。 quo- 
tient (平均=100 )の位と5点法5-POint ecaleで、測つた 

発育程度( 0～4 )が示してある。

6.1a表 発育程度に対する算術商 arithmeti。 quotient の価 

総計 =5472

発育程度 0 1 2 3 4 ,・ - --------- 1
103 120 112 125 132 t1
93 111 127 135 117
91 106 130 1 2 1 121 ■
76 103 114 123 113 1
s4 78 105 100 1 23 i

算術商
• 1 1121 12 1 112 117 107 •

90 114 118 1 36 135|
73 103 107 125 125

, 95 79 108 96 1 25 :
80 11 8 99
90 94

計 9 8 7 9 35 1245 1078 1 227 1

その場合組は 5つの発育程度であ り、組間のﾡを検定するため分散分折 

が行われる。

組に対する平方和は、 自由度4で

(987)°,(935 (1245°,(107s° (1227 (5472月_,...。・---- 十- ---- ナ ・ ----- -- -- ----- - 三 <.シ
11 9 11 9 10 5 0

会体の平方和は 自由度49で14.7883で、その分散分析は 6.1 b表 

に示してある。

6.1b表 算術 商の分散 分析

変 一 動回」 自由度 平方和

***** * ****--***-----------* 

分散の推定位

組 間 4 7. 4 2 5. 9 1,856.5
原 因不明 4 5 7, 3 6 2. 4 163.61

4 9 1 4. 7 8 8. 3
、 \
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分散比 1,856.5/163.61=11.35 1%水準で有意であ り、し 

たがつてﾡ間には有意ﾡがあ り、発育とﾡ術商とには迎ﾡがあると結論された

乙の検定は発育程度のﾡ位を示すものではな くﾡ関についての一般的協 

定である乙とに注意され:い、。し力しこの検定、よ り一般的な形が有意 

に一刷 よ く 表示してい乙か否か・を決めるため、特定の形の連胆 に対す る 愉 

定と組合して行う 乙 とか出来る。例え、・で設明した方法で、発育に 

対する算術商の線型回帰そ計算すれば、回帰に用因する平万和は 6.95 4. 
1である。乙の位 6. 1 ○表に示してある様に、上記の解析と一諸に使わ 

れる。

6.1○表 次に行われた分散分折

変動因 自由度 平方和 分放の推定位

発育の線形効果に帰因するもの ; 1 6.9541 6.9 5 4.1
発育の非線形効果にﾡ因才る礼の 3 171.8 157.27

1 組 間 4 74 2 5.9
原因不明 45 7,3 6 2.4 1 6 3.6 1

4 9 1 4.7 8 8.3

組間分散の大部分は発育の線形効米に帰因 させるこ とが出 き、発育効果 

の分散の推定値■は原因不明の分散 よ り大きく い乙 とが分る。

ﾡ際非線型的効米の平方和小さいから、直線以外の関係を当てはめる 

必要はない。

さ らにとの検定法の応用例と して 6図にブロッ ト してあるﾡ測位を使つ 

てみよう。乙の位6.1d表に、 1○g(百分求で表わした心脳重量)で組 
分け して示してある。ﾡの便宜上、乙の表のWの価 1 そ減じて、またH 
は 1 を加えてある。

勿論この様な とと と した として も分析の形は変らない。

有平の対数価

6.1d 若い比の百分で変しこ心臓面とへモグロ ビン含

10g(百分型で空クした心座量〕v log(〜モ グロビン 含 有来)H

0,7 9 0,82
08 1 0.7 7
0,82 計=4.96 0.69 計=4.51
083 083
0,8 5 0.7 1
086_____ _______ __ 069
088 0,6 7
089 057
0.9 0 0.67
091 計=6.33 0.6 7 計=4,39
09 1 0.6 2
092 0.60
092______ '_______ __  05 9.
09 3 066

- ・ 季季 著番率*季等*。-* ― "卒 義 ャ

093 059
094 計= 5,6 3 057 計=3.55
094 0.57
0,94 05 1
095 ____________ 0.65
09 8 047
1,00 計= 5.0 3 0.4 5
101 0.4 1 計=2.14
1,02 OA 3
1,02 038
1,06 03 4
1,10 計= 5.6 0 03 6
1,14 0.3 8 計= 1.7 9
U5 03 8
1,15 __ ._ ____ 0,3 3

総計 2 7.5 5 ______ ■
季幸業ﾡ幸 ・幸 琴季番寺季季等幸等--番業器奉事業泰 ♦ * *幸ﾡ • ﾡ •

1 6.38
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組間の平方和は

(4.51)° (4.39° (179)° (16.39)=0.5484
..... 十--------十 一

6 7 529

全体の平方和け、0.6025 である o
したがって分散分析 6.1 e表に示してある通りである。

6.1 e表 log( ～モグロ ビン含有率 ) Hの予備的分散分析

動 因

・ ・・ ・l e ■ 1 琴 ▼ * • 

自由度 平方和 分政の推定値

組 間 4 0.5484 0.1371
原因不明 24 0.0 5 4 1 0.0 0 2 2 5

肘 28 0.6 02 5

組同には極めて有意な差があ り、したがって 2つの測定価間には巡ﾡが 

ある。しカ・し直ﾡで乙の逃関が安わされるか否がを検定するにはは、回帰を 

計算する際各組の独立変量のﾡを、細平均でゼきかえる必寝がある。こ 

は組間の変動を検べる時にに じ組のﾡﾡ価は区別出来ないからである。

さらに検定そ行うには、組間の平方和、ﾡ和を叶算しなけばらない。

( 4.9 6 )° ( 6.3 3° (5.60 (2 7.5 5 )°
十・ー.. +-* ---  ー = 0.26696 7 5 29

(496X451) (6.33)(439) (5.60)(1.79) (27.55X16.38)
--------- 十 ・-- ---- ナ .. ......   — •---- ------= - 0.3742

6 7 5・29

Wの線型効果に帰因する組間の平方和は、(-0. 374 2)?/o. 2669=
0.5246 である。したがつて分散分析は 6. 1 f表に示してある様に拡 

張される。 .

6.1f表 拡張されこ分散分析

変動因 自由度 平方和 分散の推定価

Wのﾡ型効果に帰因する もの 1 0.5 2 4 6 0.5246
附の非粽型効果に相因する もの 3 0.0 2 3 8 0.00793

組 間 4 0.5 4 8 4 一

原因不明 24 0.054 1 0.00225
計 28 0.6 0 2 5

この場合にはWの非線型効米を検定する分散比0.。 079 3/0.00225 
=a.52 は 5%水準で有意であり、WとHの従風関係を有意に一層良 

く 表現するには曲繰を用いるとよい。これらの鶴測値に曲線を当てはめる 

万法は次節で脱明する。

上記の分析にいて次の2点は注目の価位がある。オ1に、各組の全ﾡ 

"値がその独立変及に対 して同 じ価を もってい る時には細間の差に帰因す 

る平方和は、独立変量にﾡする回帰に よ る平方和よ りも大である。

ﾡ間の平方和と会体の平方和との比の平方根は相ﾡと云われている。 

例え6. 1 b表から計算した相問比は、

, 7.425.9、
、；( . ；   -)=0.709 J 1 4. 7 8 8. 3

この相関比は必然的に同じ初が位から計3した相関係数或は重相関係数

ょ り大でければな らない。

全回帰は組内変動の一部を晩明するに過ぎないから組内のﾡ測価がその 

独立変量に対 して正確に同 じ値でない場合には 乙の様な説明は正 し く ない。 

そこで相関比は曲線回帰で説明 される全変動の割合の指標 と して役立つ。
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6. 2 曲線回用式の推定

Es timation of curvilinear regression 

equations

曲線回帰式の推定は重回帰方程式の推定と会く同 じである。

仮にてに対するyの三次の従属関係を推定したいなら、 x xに 

対する yの重回帰を叶算する様に して、解析が行わn 乙。

しにがつて推定される回帰方程式は

- - 2-2 、S -3y-y=b i( x-x)+b z( ) +b3 (メーx )
bl ぶ ( x一え -b。N ( x一え) ( 一x2 )+b3 工 ( xーヌ )( xーズ ) =ぶ ( x一x )( y-テ ) 

b1x( x-X )( x2てっ+b。( 2)+b。ぶ ( x2xっ ( x2x 3)=ぶ( 一や)( y-y) 

b,x( x一交 )( 一交う+b。( x2交う( x&交う+b3(*そ交3) = ( *と交 ( y-テ)

乙の方程式の係数は 4 章の簡路式を使つて叶算される。例えば

_ _ (ぶ)(ぶx9
E ( x一x ) ( ズー x)=・X← - -.

( x一x3)
(x)?

=" 又一--------

6. 1 d表のデータ か ら

工W = 2 7.5 5 W = 2 6.4 5 1 7 JHw = 15.1797
sW = 25.67484 4 2

ンW = 25.197434 HW = 1 4.2 0 3 0 0
W = 2 5.0 0 4 8 4 2 2 6 ._3

とW = 25.0889989 . -HW = 1 3.4 23509
NW? = 2 5.4 4 7 9 1 8 9 8 4

二W・= 2 6.0 8 5 3 6 6 5 とHWT = 12.8204949
その価は 4 次の 曲線 を適合させる回帰方程式を算するのに用い ら る。

0.279200b1+0.545720b2+0.80634 1b3+1.067280b4= -0.3 813 0 0

0.545720b1+1.070108b2+1.58611 7b3+2.1 0572 5b4= -0.7 37649

0.806341b1+1.58611 7b2+2.358062b3+3.139645b4=-1.07834 6
1.067280b1+2.105725b2+3.139645b3+4.191895b4=-14 11711
この万程武から

b1= 20.0913
b2= 0. 2 6 4 6
b 3 =一 2 5. 0 1 9 2
b4= 13.1538

4 内曲繰 に帰因す る 平方和は

( 2 0.09 1 3 )(一0.38 1300 )+( 0.2646)(一0.7 37649)
+(一25.0192)(-1.07834 G)+(13.1538)(-1.41 1 7 1 1)=0.5539
したがつて分散 分析は 6. 2 a表に示してある様になる。

• —•* *琴零幸 ャ

6.2a表
1______

• ・琴澤・ 零 ・ ・マ率マキ零幸マ零 帝 ﾡ ・。キ 番器--4零幸 零を塞 ・ ・* ・ - ・番*番 率 * - - ・ 番季 ・ ・ ■ ■

4 曲線の適合検定のための分ﾡ分析

変 動 因 自由座 平方和 分激の推定傾

Wの4 次式に帰因する もの 4 0.5 5 3 9 0.13S4s i
原因不 明 24 0.0 4 8 6 0.00202 ________ j

計 28 0.6 0 2 5 ・

4次式によ る平方和は前節で使つた組分けによ るものよ り幾分大き く な 

つている こ とが分る。乙のﾡは明らか・にﾡめて有意である。 し力し、この 

有意性は 3 又は 5 次式よ り 4次式を使う 方が よいことそ示 しているので 

はない。当てはめるべき方程式の適当次数そ決める には、直線 より2 
式、2式より 3 式 ----  そ当てはめる ことによ り どの様に 良 く って行く

かを決める必要がある。3式の代りに4次式を当てはめた結果、有意な 

改良が得られなかつたな らば、3次式を使うきである。多項式の当て
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めは逐次法で行うのがよい。2次、3次の項の有意性は、解析と行いつつ 

検定される。

6. 3 ﾡ次検定 step-by-etep teeting
逐検定法そ前節の例を使つて説明しよ う ・

当てはめるべき多項式の次数を決めるためﾡ検定を行うには、必寝と 

考えられる大体の次数を決め、高次の多項式の係改を推定するため、方程 

式を作る必ﾡがある。しにがつて、3次の多項式が必要であると考えられ 

、ば、4 の多項式の係数を推定するための方程式が作られる ・

0.279200b1+0.5457 20b2+0.8 06341 b3+ 1.06728 0b4=-0.3 81300 
0.545720b1+1.070108わ2+1.586117b3+2.105725 b4=-0.7 37649 
0.8 0 6 3 4 1b1+2.1 05725b2+2.35 8062b3+3.13964 5b4=-1078346 
1067280b1+2.105725b2+3.139645b3+4.19 1895b4=-14 11711

Wの一次効果によ る平方和は (-0.381300 )2/o. 279200 
=0.5 2 0 7で、原因不明の平和は 0.6025-0.5207=0. 0818 
即 ち 原因不明の分ﾡは 0.081 8/2 7=0.00 303 である。したが 

つて、一効果は明らか・に有意であり、2式から 1式*0.54720/ 
0.279200、3式から1 * 0.806341 /o. 279200 
そ引く乙とによ り、上記方程式からb1 が消去 される。

乙 の様に して求めた方程式は

0.003452b2+0.010055b3+0.019636b4 = 0.0 0 7 6 3 3
0.010055b2+0.029316b3+0.057297b4 = 0.022864
0.019636b2+0.057297b3+0.112072b4 = 0.0 4 5 8 6 0

Wの二次の効果に よ る平方和は (0.007633 )/o. 003452 
=0.0169で、原因 不明 の 平方和は 0. 0 8 1 8-0.001 6 9=0.0649

(I20)

即ち原因不明の分敗は 0.0649/26=0.00250
したがつてニバの効果は有意であ り、 ・ 式に適当乗数を掛けた もの 

そ引くことによりba は2 ・ 3式から消去される。・

この様にして

0.000028b3+0.000101b4 = 0.000628
0.000101b3+0.000377b4 = 0.002136

Wの三の効果に よ る平方和は (0.000628) /0.000028 
=0.0141 で原因不明の平方和 0.0649-0.0141 =0.0508 
即ち原因不明の分散は 0. 0 5 0 8/2 5=0.。 0 2 0 3である。しにたがつ 

て三の効果は有意であり、1 )式に0.00010 1/0.。 00028を 

掛け、 2式から引けば、この方程式からbsが消去される。

0.000013b4 = 0.0 0 0 1 7 1
したがつてWの 4次の効果によ る平方和は、

( 0. 0 0 0 1 7 1 )2 /o. 000013 = 0.0022
原因不明の平方和は

0. 05 08 - 0. 0 022 = 0.0486
即ち原因不明の分散は

0.0486/24 = 0.00202である。したかって 4 次の効米原 

因不明の分散よ り価か・に大であるに過さない。従つて有意ではい。三 

次式は、ﾡ訓に充分過合しているといえる。

さて、解析は、b4 =0とゼ他の係数そ推定するため最初の3つの式 

を便って行わnれる。 乙の様に して

bu = 57.2303
b2 = 63.1186
bw = 22.4286
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が求め られ、方程式は

H-0.5 65 = 57.2303( W-0.9 5 0 00 )—63.1 1 86(W 2-0.9 1213)

+22.4286(W3-0.88534 )

即ち

H=-l 6.0 8 8+5 7.23W-63.1 2W2+22.43W 3

分散分析の最後の形は 6. 3 a通 りでゐる。

6.3 a 最終的分徴分析

変助因 自由度 平方和 分依の推定位

Wの一次の効果 0. 5 2 0 7 0. 5 2 0 7

Wの二次の効城 1 0. 0 1 6 9 0.0169

Wの三次の効米 1 0. 0 1 4 1 0.0141

wの会効果 3 0- 5 5 1 7 一

原 因 不明 2 5 0. 0 5 0 8 0.0020:

計 2 8 0. 6 0 2 5

Wの 4 次の項が有意であれば、方程式は 5 次の項を含び様に拡され、 

とれは同様方法で検定され ること に注意せよ。

6.4 一般的な回ﾡ分析 General regreeeion analyeie
実際曲線回療分析は独立変変を x , x? x3.... ---- とした重回帰分析 

の特殊場合 に過ぎない。分析は従属変量の誤差 に関係が あ る に過 さない 

か・ ら、この様な独立変量の過択は可能である。乙の結果、一般に独立変量

の選択 には広い巾があ る。 • ・

オ 1 に は独立変量の函数が独立変量 と して使つて もょい。したがつて y 

の回掃は、1°gx,e 8in X 等の函数或は函数を組合せたものに対し 

て求められる。神に既知の期間にセけるﾡ期性の解析は回ﾡ分析に独立 

変量として sin x,oo8 x,8in2x,ooe2x, ----- そ使つて行わ 

る。

オ2に、2つ以上の独立変量の函数は独立変量として使つてもよい。こ 

の場合にはX1X2,ろx。3,x1x。xs,e* logx3 の様な項が回用分析に 

使われる。特にと うすれは他の変量に対する回帰係数の従属ﾡ係を検-る 

こともできる。例えばx1に対するyの一回掃係数が別の変量*。 と聞 

係があ る梭に考え らnれるとする。

*u と X1X2 に関するyの回帰分析そむこなわわはならない。回ﾡ方 

程式は

y = a+bxi+ oxュ x2 
= a+(b+oxa )xュ 

となる。

したがってﾡの項 x1x2の係数は回帰係数の不変性その他そ示すのに役に 

たつ。

最後に任意の独立変量の組そそれと一次間係のある別の組で盤さ換え、そ 

の組の値 &オ2 の組から類推 して も よい。例えば、独立変量 x1 xa xsにRす 

す る回帰分析は 21 ,22,23 に関する知識が x1 x2 xs そ決め るに充分なも 

のであれば当然次の変量そ使つて行つて もよいであらう。

2ュ= ax+bュx2+oxs+dュ1
Z2= a2x1+b2x*+O2X3+d2
23= asx+bsxo+osxg+ds

このと とは分析に必製な計算そ減らホのに極めて有用な場合が多い。

例えばx とx2 に関する回帰分析の代りに (x-a)と(x-a)2 に対
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才る回帰分析が使われ、さらに一般的には、 *に対する任意の-ゼょげ 

2函数が使われる。この様にすれば、比牧的に収扱いやすい量で作熱す 

a にめ算は非常 に淡つてくる.この様な方法を利用した製"奨例を内ﾡ 

で示す。

6. 5 直変多項式を使つた傾向線の当てはめ

Trendfitting ueing arthogonal polynomale

曲線回帰の独立変ﾡが間Wで記列 されてい、る時には、直変多項式を利 

用 すれ は多交 式の 当てはめ お s び検定は非常に簡になる。直変多項式の 

性質、内容について詳しく設りすると とは本書のﾡ開を逸脱するものであ 

るか・らとの使用方法について簡に説明するに留めよ う ・

前節で指摘した様に、x,x2,x3に関する回帰は、その一般性を失なは 

すに xの一、二x、三次の函数の組で置さ換え らrtる。政文多交式は乙 

の様なxの一次、二次、三次の函数を表わすものである。

一般にこの西夜ギ リ ンヤ文字 g1,お2,53 で変わされ、ら 1は xの一次函 

数な、ち2二次の西数 - ...  を表わす。

多項式の もつ持殊な性質は特定のれ測数に対 して

Zちt = ○ Z5:5, = ○ ( c )
乙 の意味は回帰係数の推定方程式に含 ま れる項は主対角線 を除いT o で 

あるということである。乙 の結果各回命係故および分散分析に含まれる こ 

n に 対応する 平 万和は 直接 かつ独立に推定 される。

傾向の当てはめや検定の際の算を楽にするめ、平万和2sい2 と一詩 

にいろいろ な n の値に 対する気 の表が作 られてい る。Fiaher,Yateg 
の統計数価変 Statietioal Tablee(Edinburgh,1952) には

ロ=3～75 1=1～5に対する面変多項式の価が示してある。附録の刈喪に

n=3～12 i=1〜3 に対するﾡが示してある。

この姫の使用法を示すにめ、収桜量に向する設ﾡﾡyを考えてみる。こ 

の解析は65 a 夬に示してある。平均収量から、ォ ・段階として秘和ゞらty 
そ計算する。このためにらの位を証X炎か・ら求める。例えば

ぷら2y = 7(86.9) + 1(83.5) - 3(812)-..  +7(1316)
= 235.3

6.5a丞

1866年〜1945年にセける uS.での鈴像D平均収量

(エー力当りブッセル)

期 間

平 (y) 
あてはめた位 
3.12251+-1-4012 
土980 1

i ぶちY b=ぶレyぶ(Ss :、レイ

「
1866-75 86.9 8 6.0 1 52 4.5 3.12 2 1.637.5

76-85 83.5 83.8 |2 2 3 5.3 1.4 ()1 3 2 9.6

86-95 81.2 844 3 一45 一 0.1

96—05 88.2 8 7.9

1906-15 99.7 9 4.1

16—25 1 01.7 1 0 3.2

26-35 111.1 115.0 1

3 6-4 5 131.6 12 9.7

総平均 98.0L 9 8.0 1 ・
i

__-
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変動因 自由度 平方和 分敷の推定H।

時間の一次の効果 1 1.637.5 1637.5
時間の二次の効果 1 3 2 9.6 329.6
時間の三次の効果 1 0.1 0.1
残 差 4 6 3.2 1580

計 7 2.0 3 0.4 •

Zら2 "の位を使えば一その仙もXにのせてある一回帰係数セよびとれ 

に対応する平方和が推定出来る。例えば

b=235.3/168 = 1.401
時間の二次の効果によ る平方和は

(235.3)2/ 168 = 3 2 9.6
分散分析は 6.5 a 表 に示して ある様に 直接行われ、 各項の有意性が検

定され る。 ・

この場合、ーゼよび二次の項は極めて有意であるが三次の項は無祝出 

来る。 したがつて乙の傾向は二次曲線であてはめられる。当てはめた傾向 

は係数の推定価と総平均を使つて求められる。乙は 3.122自 1+1.401ta 
+9&.01であり、例えば4番目の数のあてはめた価は

3.122(-1)+1401(〜5)+98.01 = 8 7.9
6.5 a表に示してある あてはめた価は乙の方法で求めた ものである。

最後に x即ち期間数で傾向式を表わすにはら 1,s &M換する必製がある。

乙 の場合ら1= 2x一9 ,= ¥一 9x+15 とすれば、傾向式は

y=3.1 22( 2x-9 )+14 0 1 ( x全9 x+15 )+9 8.0 1
=1.401x2 -6.3 65x+90.93

回帰係数なよびこれを組合せたものの標準誤遊は、そ らが互に独立で 

あるから簡川に計算される。例えばの 1 0年問、1946～5 5年の 

周鈴察の平均収量の推定価は上式に x=9 そ入れるこ とによつて求められ 

る。即ち推定価は

3.122(9)+1.401(15)+98.01 = 147.12
この推定価の分散は

92 var( b 1)+152 var( b a)+var( y)
15.80 15.80=81* +225* 十168 168

i 5.8 0

= 3 0.75

乙の結果標準誤差は 土5.5 5である。しにがって 1946 ～ 55年におけ 

るﾡ鈴ﾡの平均収量の推定位の9 9%信ﾡ限界は

147.12土(4.60*5.55) = 12 1.6 と 172.7である。

しかし、これは平均収量の鶴洲価のﾡ界とはならない。これを求めるに 

は * 準訳並 のW•算 で求めた推定 値の分散 に仙々の型測位の分散を加えわば

6ない。したがつて乙の位はん30.75+-15.80=V16.55 =士6.83 故に

1946～5 5年にける鳳鈴※の平均収量の初測位の9 9%信質供界は 

147.12士(460*6.83) = 115.70 と 178.44である。

この関係を補外する時には、当然乙の間係が連続であるという仮定が設 

けられるが、乙の場合には、 の1 0年間について補外したとしてもそう 

不正確な結果とはな らないであら う。しかし条件の変化或は技術の革命的 

変化は上祀の限界を正確な値とい う よ り一つの指標に変えてしま うであらう。
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観測仙の油分け GrouPing of Observations
11 効率の悪い方法 Inofficient methods
ある関係を研究、 推定す るのに非常に多く の 規 測値 を 用いれ ば、 

完全な統計解析をするには非常に手間がかゝる。 それにもかゝわら 

ず、これが資料を最。有効に利用する方法であればこの様な解析が 

必要であらう。 しかし、 手間や費用をそうかけずに迫加ﾡ測ﾡが述 

められる場合には、 効率は悪いが簡優な解析法を用いると好都合な 

ことがあら。

例え1 0 0ﾡの認測値から完全解析でえられるのと同じﾡ度の 

推定値が2 0 0個の記 位 を使って求められ a 町誌解析法を使用す 

ることはやつてみるだけの価ﾡがあらう。 各ﾡ測位は完全解析で得 

られる情報の5 0%の寄与をするに過ざないからこの様な方法は効

50%であるといつても良いであらう。 それにもかゝわらず、 効 

卒が劣る代りに解析が迅速であるため、 両略を法が推ﾡされている。

迅速では ある が効率の悪い 回帰分析法の岡単な例 と して一次回帰 

分析の上下叫分法 uppor-and 1over quartile (u.l.q. )法を脱明 

レょう, 独立変量における大きい方の25%と小さい方の25%の 

観測値の平均を使って一次回帰が推定される。この二点を結んだ探 

が回帰の推定値を与 え る。

この様なﾡﾡ係数の推定方法は完全解析の約8 0%の効求である: 

叩ち完全解析を使えば8 0 個で違しえた精度にこの方法で述するに 

は100個の観測値が必要である。この結果効率の低下 はかな り 小 

さ く 一方解析の時間が節約される とい う 観点 からいえば極めて価 

位のあ る場合が多い。

ﾡ単誤整を 推定 するにはさらに解析をしなけれならないことが w バ ・— マ** - ママママ**------マ---業---------**----------*-------*--*-------------------------------------*-----------------*------------マ--------- 、----、----、-マ---で-- *
8 0%もっと正確にいえば807%という値は独立変量が正規 

分布しているという仮定に基ずいて出されている。 しかし他の条 

件の下でも、 これは効率には良い指針となる。 例え短形分布の 

場合はこの方法の効卒は8 4.4%であるし、 f的)- exp (一x) 
の分布に対しては717%である。 2
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上記の万法の主な欠点である。しかし大低の場合標準誤差の迅逹で 

あるが大略の推定を求めることができる。 したがって をﾡ単ﾡ室 

の推定価 (25節で説明した方法で*められる) nを各平均位○ま 

算に使つた授測致、 dを独立変量の平均位問の差とすれ | 

s -2 
dv m

は回储係数 の 粽準 訳止 の 推定値で ある。口線に、 回線上にある日 
ﾡの点の中叫にある 点を とった時の読 生はその 像準誤読 の推定値』 

用いて計る こ とが:出来る。:

s , 2
2 , n

2 1 
"50 (458-454)+ (450-450)+ (460-443)+。・ ・ ・

+ (465-448)) -176 7
-132 9

S を推定する 問昭法の一つは独立変量の価が同じな値と も っ一 

い一対の観測位の差を使って行ななわれる。 y,y2 が:同じ値の虫 

変量を持っている とすれば (y1 -ya )2 /2 が:A2 の推定位であ a 
この 様な 推定 値 の 加え 上げれ ばか なり 正 に な < 2 の値が求めら 

るのであら う。

例えば .4a丞の頭と胸の周闘のデータでは最初の8 1対と戻会

の3/対の額刻他の平.. . 、

オ1組: 

オ2組

C に 関 す る

H=4490
-467 7 

Hの回線は

C-42.12
Ca4721

この場合の自度けは50であり、一般に必ﾡとされる数ょり多 

い。普通1 0～1 2の自由度で充分である。

さてb のﾡﾡ誤差の推定価は

1.829 2
---------------- 土0.06532509 31

より柄確な推定価士005522 と比較してみょ

平均胸闘 4 4.6 6 に対応す る頭の平均問開の推定値 4587の課

釜けは

1.820 2 ,
-- (——) ・士Q1 688

と 3 1
この2つの誤遂を使えば推定位に 対す る限界 が 定められる。

一般に推定値の誤逆が同時 に計られ る様な便利な 解析方法を 使 う 

ことが望まれている。

次筋には簡なな回帰分析法と して 観測 値 の 組分け が 示されて いる。 

線 型 回 分析の Quantil。 法 Quantile mothod of linear

即ち

H - 44.9 6+967 7
:2

4677二生 496/c4721 一 4212
4212十4721
---- 一 -----_  

2

・ H-4587=08556(C-44.66) ・
H= 03556C-2999

よ り埼砲な推定値H-08401C+3000 と比校してみょ。
0°を推定するには、 同じ値の胸囲をもつ観測値の対を使え

rcgreSSion analySiS
ほ同数の観測値を含むいくつかの組にデータを分け、 普通の回 

帰分析に 各細の平均を用いることが多数のデータ を使って一 次回帰 

分析を行う場合最も有効な方法である。 これが Quantil。法と呼ん 

でいであら う.

多の油数を も っと 多く すれば解析は当然効率がよ く なるが解析を 

行う時には仕事の量る 増 加する。

いろいろな紺衣を使う 時の 効率の 規準 が、 z 2 a表に示してある。 

独立変量は正規分布 をしており、 多数の観測値がとられるという仮 

にこの表は基ずいている。 しかし、 この主要な性質は 別の仮定の

(I30)・ (I31)



もとでも正しい。

2狙に分ﾡした様な時でさえ037% の効であり、 5油に分割す 

れば求めう る全情報の00%がえられることが分る.z2a変 Quantile の効
群の数 効率 %

2 6a7

3 7 98

4 861

5 897

6 919

7 0a4

8 04.5

9 953

10 056

観測 数 が少い 時 に は、功率は上に示したものより高くなる 傾向 込 

ある。 例と して5組をと ると 1 mを各群の平均細 ﾡ数 とナれ、 、一 

率は大体89.7 + 1 0.る/m である。製測価が2 5で あれ各組に合 .

れる平均数は5であり、 したがって効率は略918%である。

かなり高い効率が得られ又回帰ﾡをあてはめた後、推足定値の日式 

を求めるのに るの自由度が便えるので、 一般には5がデータを分に 

するのに適切な組数である。 しかし あてはめた 線 と 別 の 旅 との 有、

を決めるため効果的検定をする必要があれ、組数 を より 多く 

することが望ましい。推定価の精度は著しく変りはしないが、とa 
様にすれ、推定価の誤ﾡの推定により大さな自由度が使用でさる 

であろう。

こo方法の便用例として4.4 a表の頭と胸の周囲のデータに対 】 

る回帰ﾡのあてはめを考業してみる。 この データ の,5 点 面 銀 兵に 

8図に示されている。胸囲に 従って 5 組 c分 けたﾡと 所 の 门 

囲の平均侦は 2 2 bに示してあるい

α2b変 胸脈に従つて組分けした頭と胸のﾡ団の平均位

ﾡ測数 平均胸町 C 野り平均バ四 H
28 4200
ユ5 43?4
22 44&ユ

25 4&04
23 4?4s

so4
" s ・
4ミ?2
4&s2
4478

5組の平均位の解析は?2 C表に示してある様に行うい

220表 頭 と 胸 の 周囲 の 解析

H="よs5 C=44&/
二 / こ(H-H)(C-G)=s&2/7
こ (C-O)2=/7523%

b= Q332ユ

H= Q3322C+30y6

______ i 自由ﾡ 平和 分ﾡの推定位
回州 夕S4/

奥差 Q055o Q。 /SSS

計 4 /ヲ&タ/

levar (b)= Q0/83

b の標誤差 =士 Q0S23*
この様な回帰線の 推定値 は よ り 正確な推定位 H=Q340/C+3240

と余り違つていないことが分る。, さらに自由度は少いけれど、 ﾡ 

誤差はこの様にしてあてはめた線の精度について大略の概念を

与える。したがって、例え ば回冊係数の" %信頼唄界は正ﾡに



あてはめられたﾡの?:%窓限界Q2305 と Q443# に対してQ3322+3/8XQ03234=Q22夕4 と Q#35oである。自由度 の 減少、 それに伴う標ﾡ誤差の精度の改少は一般に信ﾡ岡 界の巾を広くする から、 この場合の一致性は普通期待されるものに 教べて非常に良い., こゝで自由度3と/2/ に対するtの位a/sと・?& を絞べてみると、 くみわけした奴び位は出分けしい級ﾡ徴 を用いた 時 に 較べて 2 5信類限界が少く と も ・。 %広くなること が期待される とい う こ とが分る。,※注 これは?%の信頼限界外に対しても真であるい ?7%何ﾡ限 界"5節で得られたQ/5 と Q524 の位に絞べれ
アQ 0$4 と Q75/ となる.*..aeaaa.aaaaaaa....aaaxweaaaaaaaaa-aaaa  ・ ・ ・ --・ ー ■ , ・ ・ ・ ・ ・マ ・室 - ・ キ率番幸率 =・ 番 - ・ w 前命で説明 した方法でﾡ誤ﾡの推定価を改良するためには同 じ様な位をもつ 好測値 が 用いられる.>これを行う時に は祖平 均の分散

分割炎の解析ぞ行う とさに はﾡ測位を一定量 だけすこと が望ま る., この様に すれ一般に 推定 や有意性の検定に必優な計算量は ﾡってくる。23 胸団(O)と頭の周囲(H)の分

を求める ためこの方法法で求めた分放の推定値を各組の平均観測数は
全体で / 2 /、即や、 組当り 242 であるから、平均値の分散は大 

体・7。?/242=Q07302 で改良 された回河係数 の 標準級差の 批 定値は / 007302
/523& =士 Q0&455

例えば、 胸四の仙を45G滅すと各組の中心は-# -2 ° 2 * となる,同様に頭の周団を"よ5 g減す と 各組の 中心は -S -2 - 。 / a s # s となる., この位を用いた解析は73b 表の通りに
この値 は 自由度 $0である から. 回州係数の?5 %頼限界はQ3322*20 CXQ 06455=Q203/ と Q46/3 

? 3 各 組 の 観測数を 等しく した組分け板 も よ く 知られて いる 組分け の方法 は、両変量に対して 組間 W を 等しく する こと で あり、 この様にするこ と によ り分割表と して知ら れている表が作られる。, ? s ・変は4 * ・表の頭と胸の周囲の測定 位についての 分割表 の例であ る。,
? Sb 表 では、胸囲は2°mの組に、 頭の周囲は/cの組にわけら れている., 各出に含士れるﾡ測位は会然務別されておらず、いっれ も夫々の間隔の中心にあるものと して処理される。,

行fわ◇ez3 b表 分割表の解析C



各行および列の簡約位の和およびﾡ度このそで計算される。 例え
sX( 一* )+ ・X(-2 )+2X=一/"/ 4X( 一4)+2 7Xく( 一2)+" X。 + 3 Xユ + ・X=一 / 6次に各測定位の平方和を算しなければならない., この計算に真 く簡単である。二 C一 / "X( 一4う+2 7X( 一2+4 ・X○+ 3 sX2+ ・Xたs 6 sこ 一 2X( -3ア+ ・X( 一2う+- +/ X52 =267回帰分析或は相関分析に関係のある数位が算される.,C= 45一/&//23= 44%ど7

H= 4よ5+57//23= 45?6こ (O-Cs4ぼ-(-/4)メ//23=54よy2evar (C )=4 ・387匸( C-C ) ( H-H )=/4ユー( 一/4)( s7 //ユ3=/624 /evar ( CH )=ム 3ど86_2 ,二 (H一H) = 267一(57)//23 =24Q5yevnr (H )= ッイ2o
・C に対する Hの回ﾡﾡの傾き は b =ム3ぶど&/%4387= Q2ァys 推テ される。具合の悪 い ことに は、 細分ける結果、分 散 の推定値 は 過大に なる 傾向がある ため、 この推定位は偏っている., これを除くには、 の推定位に 8 h « p p a r b の 補正 を 適用 しなければ ならない、こ は群間Wの平力のク. そ引くことである.、 したがって 修正 した 分; の 推定 位 は

evar (C)=443ふ7-22//2=30s4
evar (H)=ム?720-/2//ュ=ど4な7修正した回帰係数の推定位は4sどs4/J054=Q322s であz しかし、この修正は推定の時だけに使うべさでるって、有な e。 検定 に は、無修正の分悩および平方和を使わねならない。この め、組分け によ って 検定 の 成度 は 遊 分 落ちる け れ ども、計算 上 の 長 所名 お庫す、 大しものではない。 ・heppard の補正を つて求めた回冊係数の推定値に標準誤差 

を結びつけるには直ﾡ無族正の推定値から求めたものと して考える と上い. 例え上記の無ﾡ正の推定位は02003土005906である。 修正推定値03225士005674 を求めるためこの位に40887/3054-1077+を乗ずる. この桐準誤整が直接計算した 回帰係数の標的誤逆005522に対応する.。
z 4 重回郷分析の場合の組分け

Grouping in mu1t11O rogrossion analysis

重回ﾡ分析の場合にも組分け使われるが得られる利益極く価 か.なものである。 変量の数が増すにつれて分折に使われる聞次的な 組の数が増す。例えば、 1変量を夫々5 間用に まとめると 5625 の副次的な組 が必要で ある. この機な改はももろん無意味であるが 日次的群の数が多いので解析で組分をおこなつた結果得られる利益 
t非常に位かなものになってしまう。 さら に 計算の 比蛟 的大き な 部 分は同時方程式の解で占め られてい るか らﾡ分けの利益は位かであ a. の解析に使 う ため回ﾡ係数の大体の推定ﾡを求め る必災のあ る場合には、これに対応する相間係数および標準ﾡ差の大体の推定 位を使つて求める ことができる.

Iに 関するyの 回ﾡの推定回帰係数 bx. bt、bそ、は次式で 求められる。と*bx + rxt2= bs + rx.3. bz一rざ4
Tx:3c bx++ ふェhと 十 rtzふょ b: ・r::
rx・ふxhx + xe8・ht +3z bz-rz:S:こゝで6x. St、Sz は標準偏差 の 相対的な値 の推定値 で あり,い ろいろな方法で求められる。 例え内部4分位数間の距離 inter - quaritile distance 即ち大きい方5 0%と小さ い方の値 50%の 平均位間の距離がﾡ地ﾡ差の相対的な値を示すものと して使われて いる。Vxも, Vxz..・は相関係致のﾡ定位であっ ﾡ寒P求.らnれる中コ中位相 関係数medial correlation coefficients ヽエ 决, め公式を使え積 率相関係数 を与え る .



この式はえられた の価に 対応す る ェの大体の大ささな計るた め の換算公式 で ある., 例えばS 6 節で 計 算 した、の位はQ sss、 Qs46、 Q67sであつた、 上記の公式で計算すれげ、 こにﾡ当すの)推定価は Q42 Q5##、 Q87ユ2 であり、こ れは直接推定 し
た価Q#ダ" Q5る#、Q755 に比敵する

同様江公式が順位相係数ての変換に も成立する

曲線回册分析の場合の組分け Grouping iu Cnrvi
TOgFo86IoI ySIS曲繰回帰分析の掲合の組分けは何った回帰係数の推定価となる こ とが多 い、各組 の 観 測値 を平均 し た時ﾡ分け のがその aの平均位 が真の回帰曲線から離れて しょ う よ う け広、; るとゃにuつこ くる., 実この様なcことは, 各組内で直線によつて回ﾡをう: わっすこ とが 出来ない 程 曲 陽性が 強い 時に 起る.>これ以外の場合では 出分に よる偏奇はぜかである。

7 3節iで述べた分割表法ざ拡張すれば、こ のﾡ折は都合上 く 行く
この方法の例と して回帰が実上直線である ことを立証するため

? bその結米を使ってみよ う»

オ/段障として、 胸囲の平方を変わす評点をこの解折に導入し、 
この新評点に対応するﾡ和を叶算する.、 その方法は? s ・表に示し 

てあり、 さらにこの関係の曲線性を検定するたの位が後の列に示 

してある、



25 a表 回の曲ﾡ性を検べるための折 ればcら工 い.,
簡 約数 -2・

C

o 2 4 t ﾡ和 平方したに 
位の種和簡 その平方 / 6 4 ・ 0 -4 / &納数一 3 7 / 一 Z

- 2 3 / 2 6 -/4 s 2

- / / / a 4 / 2 ・ -2& /40

o 5 6 /4 / 2 3 o -22 /4o

/
2

& // /3 / 3 3 / o /24

2 / 4 /4 / ユ o S o 7 4

3 / 3 . 3 7 4 / 6

4 o o

s

1

/ 4 / 6

計 2 7 / 35 6 /23 -/6 s48

称和 - & -5 /7 4& 7 s 7 /6ユ /48

回帰に合まれる2の項は平方和( -323 )/s ュ4I7s を脱明す るものであり、 したがって分ﾡ分折は25b 表 に 示してある様に な るこの関係の曲線性は会然無初する ことができ、 直線によってこo 回常は充分に殺現される こ とが分る
2sb 表 Cに関するHの回帰の直線性を検べるための分散分析
変動因 自由度 平方和 分散の *定値 _

○に関するu線回帰に帰因

2次のmに帰因けナる もの

残 差 /20

sQ7/

Qoo

'&2&&

sQ",

Qoo

t /22

さらにこcZc" を 計算する 必要があ る.,

c = /4( -44)+27( -&)+3s(&)+4(44 )=-448こC=, 4(25%)+2?( )+3s( / ・)+4(254 )=。//2これを用いて、 2次の回帰に必優便な修正平方和ﾡ和が叶計算できるこ( C - C ) ( ©2-©2)=-««s-(-'4)(s4s)/ハ29
=-574/ /乏( =。/'2-(s4s//2s =3"sr0"えく H - H ) ( ○2-62)=/のぼ-(57)(s2s)//23=-//s23/ 次お よ び2次の回帰係数に関する方翻式は 

545y2b/-37//b2 =/424

-374//b/ -348204b2=-//夕22/次の回帰に帰因する平方和は(/く2"/)。よ,ュ=5Q7, であ る. 2次の回帰による平方和を求めるには /)式 を 
374//56よ92 倍して2式に加えることによりb, を消去しなけ

( /3～/)



て 6 固有の一 次関係の推定Estimation of underlying linear relat ionshipo
通常、 特殊な場合を除いて固有の期係の推定にはくみわけは使用 できない. それ誤差と伴なないﾡ分けをすることがﾡしいから である. したがつて20節で説明したﾡに次の様に 仮定 されていa 一組のﾡ測価*. yが調測定されたとすると

x-f (t) +e1
y-g (t) +8(この場合e1 ・ es は独立な確求変量である.)

tの位によつてﾡ ﾡ位 の 組分け を行う の が 根本的的蝴である.関係 の 推定 を 不偏な も の と す。には誤並を伴ななはなない組分けを行 なわねばならない。も ちろんもの他は木処でめるからむしろその取扱いに特殊な条件 が必要である。
3 4 口は通常ﾡ差を伴なはない く みわけが行え る場合の一つの形 の例である。 この場合観調位ははつきりと2細に分れている。 この こと確率誤差e1 ・ e2 が小さくもﾡつた2組の位をとること を示している。 (e1 , e2 の二頭分布h imodal distribution を 合むいろいろな可能な場合があるが通常突際上は考えなく ても ょい
t の値が異つた組に 分けられ るオ2 の場合は一つの変量*の誤業 が一定の大きさaより小さいことが分つており、 xの位が少くとも 

2aだけ違っている組に観測価が分けられる様な時である。比較的 に誤差の小さい物理学や化学の測定価ではこの様なことがょ く あるいづ北の場合でも次の形の関係を推定することが必ﾡである.
y一y。 (x一*。 )これは次のﾡに行なわれ る.

*, yの 平均値 は 相互 に 対応 して いるか ら線 は
(x一支)

と 書かれ る。

Bを推定するにはもの値が残りのものよ り大きいものと小さいも
ら) 

のとの 2つの組に設 測価 を分ける こと が 必要である. これは誤差の ない様にして行なわねばならない。 (ﾡ,刃). (乱 • & ) を この 組 の平均とすれ8 は発- • ,噺.マ ー.から推定 される.この方法の例と して一組の通行量に関する認測ﾡについて考察し てみよう・ このﾡﾡ価は76a表に示してあり、 Tは特定の日にあ る町のいろいろな地区とその中心で測られた通行者数 (千単位) の 対致・ R は その地区の登録者数(千人単位)の対数である.
RとTの間には本的に一次関係がある。即ち 登録 者数 が 比例 的！ に変化すれば これに応 じて通行者数が比例的に変化す る と 仮定す る.
Rに全 然誤達 がない と 仮定で されば. この関 係は Rに関するTの 復形回帰 と 同じ ものである. Rに位かな誤塗があれ一次回帰は調 べょう と している ・法則・ と同等とはいえないであらう.

84図 誤ﾡを伴なわずに組わけのできる場合
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交通量の観測値76a表
R T R T ! ロ T : R T

041 089 019 014
I

006 006
1

-027 -046
028 Q2 7 018 026 ao o 009 -081 -021
022 047 Q13 0.25 -008 Q17 -054 -055

Q1 9 a 3 9 012 Q18 -ao 7 ao 4 -Q72 -074

Q1 9 Q3 8 011 012 -009 -003
019 026 008 000

司,-0124 T. -020ヵ F 。--0460 T。--0400

R=00 13

T-Q075

しかし登好者数の誤芝は20%以上ではない、 即ちRの誤は 
008以上でないと仮定してもよい。 したがっての2つの値の間 の差010 は金ﾡ者数に実際差を表わ している と仮定できる。この仮定から7 6 a表の最後の4つの価は別の組を構成している ことが分る。 したがってこの2群の平均値は上表のﾡになり、 推定値は

0208+0490
-- --------- 

0124+0460
• 1.195

故にこの関係は次の様に推定される
T-Q07 5-L195 (R-0018)

叩ち T=1195R+0059(比較: Rに関するTの回帰-11 28 r + a o 60)推売定された傾さの標地誤差は、観測値 と真の関係との隔のﾡﾡ偏 差を含んでいるため、 その野価は幾分ﾡしい。 これは次式で与えら れる。 bの標か誤逃-また-
n,neは2群に含まれ る幌間区、 s ボ. 観測盤 と 真の関 を お 、

後 と の ﾡ,の 掠 \- ﾡであa。 こ. 1 爰 a し u. .. 分 - K 7F u 力、*.j 

を 使って 求められる が、 この場合、 データを分割した2又は8っの 組間の差は消去されている。 次の例はこの方法を説明するのに役立 っであら う。
Z6a表のデー タ の分散-共分散分析が76b表に示してある。
Z6b表 分放一 共分設分析
変動因 D.f ; R

—
T _ 見.T___

5. E.v S. E. S.P .e

F差によるもの 1 1104 1.578 1.320

19 0395 00208 Q408 00246 0847 Q0183

計
20

—----- 1

1 99 ・2.046 1667

この解析から、みからの附りの分 の 推定 値 は
2 -00246-2 (00188)8+00208ぽ 
-00246-008668+002088

オ1近似と してβを 1.105と すればぷ は00106となり、標準何差は 
0108である。 bの標地誤差は

Q10s ユ+-
bの標地間一 17 _____生 一 士0098

Q584 と推定され る。故にb の 9 5 % 信 頼限界 は 1.195士(200*0098)即ち0990 と 
1.400 と 推定 される。この方法は実用的には充分正確な も のであ り、』の推定の時βの 代りにbを使つたとしても、佰 頼 限界 が 近似的に なるだけで ある。もっと正確な 9 5 %信頼限界を求めるにはβ - 1400に対する 5 の値 を 用いて上限 を、 β-0090を用いて下限を再計算する必要が あるJ このﾡにして新しいﾡ界1000と1.481 が付られる。 必要が あれぱ、 信ﾡ限界の適当な値が得られさまでこの法を緑返す。し かしーロ り 計 すれば実用 的 には充分 正 砲 な 値 が 納 らiれa。以は の万ﾡ式ではβをそのまゝにしておき、 信頼 限 界 を 与える方
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程 式 で.月 について解けば頼限界を定める全過程を正確に行う こと ができる。 したがつて上記の例で8のﾡ限界は
1.195-8 "生20 9 X

0584

=1.989S

これは式に等 しい・
(1.105-8月一 (1.089 (00240-003008+002088根10 0 7 と 14 3 9 をもっ8 の二次方程式この根は8 の9 5 %信頼限界を与える。一般に ﾡ測価の上群と下群と を作るいく つかの方法がある時に は 傾きの出来る だ け 確な推定価を与え る様な紐を選ねなら ない。 山.5. Bartlett は認測価を組分けする問題について研究し た。彼は最も正確な (楽 Bartlett 山.S... Biometrics, 5 (1046 

2 0 7 ) 推定価を求めるには 円端の組のそれぞれにﾡ測値 の 一 
1/8が入る様に選ぶべきである と精論し た。7 7 面みを付けた時の解析Weighting analysis組分けを使った解析では普通、組平均は個々のﾡ測位より正確。 あら う という ことを確める必ﾡがある。 7 2節の様に平均位が同最 のﾡ測値 (又それに近い) か、ら求められている場合には必最 い。 しか し平均値が 興った祝測数から求められている場合にはと . 様な解析においてもこの実を確めることが必ﾡである。この松な ことは重みを付ける ことに よって行われる。みを付けた時の解析の簡単な例は61節で既に示した。 重 付けた時のも っと一般的な解析方法を示+ためさ らに精し。こプ 考察 してみる。この観側値の合計上び平 均が 7 7 a表に示してぁ る。

77a表 観
• Tet7a念i送ぎあﾡ平。 尸' log (ベモグロシ含有守う Hﾡ内側区 ____ F_____ 平均 計__ ¥均

6
1 ・

4.90 0827 4.51 0752

7 638 0904 4.3 9 Q627

6 563 0938 355 0592

5 503 1.0 0 6 214 Q428

560 1.1 2 0 1.7 9 035s

t29__ 2755 163S61mの で組 間］ の平方和、積和 細の計か ら直接計3 された。これは疑い も なく 破 も 岡地かつ政良 の 方法 で ある が、 ☆ 平均価 を用いる別の方法も 亦注目する価値がある。この場合にに 各ﾡ測価はそれが含まれている組平均に等しい価 を もつてい る と 考えられる。 したがって 例えば第1組の0個の認 尉位はW一0827、H-0752の価をもつていると考えられ、 細問の積 和 は 次 の 様に 計算 す る。6(Q 827) (0752)+7(0904) (Q627)+... 5( 1120)(0358)_ (9755)(1638) __Q37252 9代数学的にはの様に表わされる
, 5 n +。程% + … え ya-JCui-t2_caふ)
- xn,天yi - -(niS2-Cniy)- どni , 、ょび n, 天2+nz テ+ ... nm ヌビョュ

2 Cnixn
■小e - -- こ---------------とni

nなる量が常に 平均価の 前前 につ い 国 に付加され るべさ 相対的な価叩ち 通の平方和、 積和の表わし方に対応
てり した がつ て これ が 平均重みを意味している以外は 普 していることが分る。 明らかに
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価値 の 違 う 幌調価が・ とられた時にも同 えば認測位の内ある ものが他に桜べて 倍或は3倍の面みを与えるべきでめある 
じﾡ江解析が行なわれる。 ・ 2倍或は3倍正確であれ2

一般に ・1y1 ;メ2y2;* が 相 対的面み W1, Waつn対の認価の組であれば平方和、 和は次式から計を される。 Cu:x:) Cu:y;)
・ ンu: * y; よび二u:yi

これらの平方和はいづれも 自由n 一1をもっている。回帰分析を行う時には 平均価の推定に も興なる面みを考慮す きである。 これは次浅から計算される。
この解析法を説明すろため った解析を考察してる。 77 児の平均体重と基本代謝率を示

3 の組分け したデー タ について 「 
b表は体重で組分け したこれらの してい る。

男児の平均体と 基本代ﾡ率て7h.表
体重によ る組 人gn 平*kTv 平代尊u T係W-10/
200以上 5 2 1722 8789 6 7

2 Q0 一 73 2 2.7 5 10259 6 9
2 5.0 - 6 5 2786 11099 5 3

3 Q0 一 5 1 3 2.08 12276 84
350 - 35 3 7 30 1 3 5 4.7 1 9

400以上 47 4594 14847 2 1

組に合すれる人数は35～73*で変っている。 さらに
合 に は 組 内 の 変動 性 はかな り 変化 してお り. 平均体ﾡの大さな組 

散らばり も大きい。 したがっ て平均価の 相対的な価を評価するには

各平均値に関与している人数と同様に観測値の散らばりを考慮しなけ

(142)

ればな らい。平均ﾡを重み付け るための適当な指標は n/イ2である。 たゞL る番目の組にける回ﾡ線の間りの分散である。 この重みの 係数は組によ る変動のﾡいを考慮に入れてはいるが その計算は苦 しく時間 かか ゝ りかつ複雑である。この場合には 3図から 標単 超差は代 に はぼ比例 して州加する こ とが容易に分るから近似的な 空 み 保 散 を 与え るため平均代謝率が標準岬の代 り に用い られ る。 て7b表で1 0./ なる量が重み係数と して使われた。この重み係数を使つて解析速やかに行われる。 まず次の計算を する 必 整 があ る。
su-208 どwW-603778 ゞou-287154.5
JwW-20000887 ぶoWu-70052650 Swu-322068205こ の位か ら

- 2688 10918

swo(W-Wメー1708659 ゞw(W-W) (M-M)-8908592 

(u-面)2- 8585802故に b-390359 2/1 798659

-2 1.7 0 3したがつてW c関する Mの回帰方程式は
M -10018+21708 (W-2638)

- 5193+21.703W分散分析はﾡ通の方法で行なわれ 7 7 c表に示してある。
z7c表 口 に 関する M の 回帰 の 分散分析

変動因 自由度 平方和 分散の 推ﾡ定位
Eの一次独によるもの 1 8471884 8471884_ 愛塗 4 64008 16002

5 8535892ア 測 値 の 総数 と して Nの代りにぶw,個々の認測位の重みと して
1 o を使う 必のある以外は標巡誤芝は普通の方法で求め られ
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る oしたがって体面の調定"に対応する代読の8定価Mと推定目 n との 差 の 標 型 以 差 は
t/r m21 (21.703)2(W-2638)2)y 10002( -+- + -------------- ) j10 268 1798659 "

8共分散分析の利用 Use of th。 Analysis of Covariance
& 1 統計的手段と しての共分改分析

Analysis of covariance as a statistical tool

ﾡ密に云えば 共分は分析は推定や解析の略法と いう より はむ しろ推定や解析の方式化の手段である。 分散分析と同じく、 これ 計算を便列かつ簡潔に行5ことのできる方法を提供する。このガ は何単に学ぶことができすくに応用でさる。 分散分析に関しては これも亦通常でない比ﾡ的時間のかゝ る解析にある根抱を与え。 即ち連関のある側定値の解析を化する一つの形を拠供する。 たがって 必災な全体の算を政すこ とではなく て側利で簡単に 解でさる形にそれを組立てることに上 り解析に短縮される。規則通 り に 共 分散 分析 を 用いれば 形 に は ま つた解析法と同 じ様 非難を うける。そうすると解析のある面の重製性を見失なうこど : 多い。 例え推定の問題 を 等 関視して有意性の検定を強ﾡ+る 向を生ずるかも しれない し又 これ らの解 析で 当然考慮 しなければ た らない分散の一標性および傾きの平行性に関する基本的仮定を解; 者が見落すかも しれない。しかし この非ﾡは解析よ り寧ろ解析 に 関する もので ある。共散分析はそれ自身が目的であるという」, はむ しろ-っの道具である こ と を知ってれげ この様な非ﾡは らないであら う。
手軽に取扱いうる共分散分析を使ったいくつかの問題を次節で豕 

そう。この 罔 題 は必ずしも 共分 散分析 を 用いて 処理す る 必還が ぁ 

とい 5 もの でも なく 又、この様な場合 に のみ 共分散分析が使用 で キ 

えるという ものでも ない。 しかしこの問題は共分散分析を適しう る問題の型を示すのに役立ち又この方法は この種の問題を扱 う 場合 最6 有効であ ろ う ・
82 別の変量が除かれねばな らない場合の連関の岡題別の因子に上 る 影客 を除いた時の 2 つ以上の 変垃間 の連関 を考 察 する必必のある場合が多い。 この様なことは共分散分析を使つて行 なわれるであら う。例えば各変量をﾡ調 した時点 に おける一 般 的な時間的傾向 を除い てから二変量を関係づけたいことが多い。 例として関係があると信 じられている或る因子の発生と病気の範囲一小児まひ一とを関係づ けたいとする。この場合、小児 まひの影曾範囲 と他の因子の発生 は、 いづれ も 考察 してい る 期 問を通 じて絶 えず変つており、 したがって これらの変武問の相関がこの様な普通の又は無関係の変化に帰因す る可能性を除くに 分析を始める前に時間的領向を除く必迷があ る。これを行うには各変量に対して多項式をあてめ、分散 共 分散 分 折で残差の分散よび共分散を推定すれょい。この残の分散、 共分散は普通の回帰分析で用いられるだらう。 多項式を当てはめの ために行う微和の計算を除いてこれは全然面倒ではない。 これは推 定された多項式の回帰係数と 各変 代 を推定す るための方程式の右辺 との秋和から計算される。 即ち式で表わせ!h1ぷx(t一も) +hz ゞ x (t一ぴ ) + ...円方法でとの横和を計算すれ 解析端 の吟味 にな る。
6ちろん この穂の 解析では 両変量が確実に同じ方法で処理さ れてお ら れ ぱ な らない。した がって.っの この様に高次の多項式が必選なのかこれ らの変 量の一方だけの場合で も 傾向を除 く には両変量に対して同次の多 項式をあてはめる必ﾡがある。 ./注 この可ﾡに関する これ以上のﾡ西と本ﾡの 解析 あたらに11.。 と1 1 7節を参照されたい。
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回 帰分 析に着手する前にある 型の 組又は級間の 差を除 く 必ﾡのある場合には、 これと関述した問題が起る。 例として&2 表は1 o 4 7 ～1 9 5 0年にける Groat Britain での休築率 
incapacity rate と工業生藤指致とを示している。工 菜生産の一奴 的領向はさ ておさ、休桀率 と 工 然 生産の い づれ にし 明らかに 季西 ゴ 変動がある。 したがつて工衆生産が休楽に よ り 受け る影署の 状態を 上り詳しく知るに解析に着手する前に 叫半期および年に ェ る変動を除く こ とが望ま しい。 このﾡにすれ無関係の変動の大 部分を取除き、 もつと鋭敏た解析を行うために効果がある。

この数値を使って行った分散、共分散分析が& 2 b表に示してぁ 
る。

&2a表 u休業 I, 工生座 (100人 れ
(G . B )ツピ 又く )

四半期
1947 1948 -1む4 1950

1 158 114 136 128 5 36
2 84 82 90 89 845
3 6 5 84 7 8 7 3 300
4 100 126 _ 121 108 455
計• 40 7 406 425 3 9 8 1686
工業生産指数 (全工業)

四半期 1947 1948 1949 19 5 0 出

1 96 120 12 8 140 484
2 109 12 2 12 9 1 40 5003 109 115 123 133 480
4 119 126 185 、 147 527

計 488 488 515 5 60 1091

b表 分ﾡ、共分散 分析
2空 ； 自由度 1 の ¥方和 1 とFの研和 Fの平万和

四半期； 3 341 348 8 5 5 6

年! 3 2146 -5 9 98
呂 1

9 15 9 -428 15 81

計
-----!15
------------

264G -139 
--- -------------

10235

この表を調べてみる と生西と休業との相は
-13 9

T 一 ( - ・ -003
I 2646 X 10 235

であることが分るが 生藤と休楽の両者から生ﾡの一般的傾向と正 常な四半期変動を除け 相関は .
- 428_

N「159 x 158 1 -- 085
となろ。
後の相明は大さく、 したがつて極めて有意であり、 工業生ﾡと休

案の 変動 と は 互に 密接に 連関 してい る こ と を示してい る。
休 業 が一 単位 増す 每 に 工業生産 は 平均 して 428/1581 少する。 

このこと別の因子が (例 え Works oxpression) 両者に地響して 
いるかも しれぬから休業の変化が生政の変化の原因となっていると

い うことを必ずしも 示していない。
回帰分析にける別の変量の追加

前節では最初に曲線的領向や組間の差を除いた分、共分散分析 
を考察した。既に 回帰 分析 で 用いられた 観測 値 の 共 分散 を 考察 する 

こと も もちろん できる。この 様に すれ ば 簡単に 回帰 分析 に、 さらに 

別の変量を導入し、 これを検定することが許される。.
x x.... *n c関するyの回帰分析は既になされてり さらに 

変量,. za... zn を導入することにしたとする。 主ずx *2.・・ *n
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に対するy1 21・・・ の回帰を計算する。 即ち次の様な方程式が得 られる。
y-a+b+b2x2 十・..bnxn
21- a+ h11 +ha *2+ hn xn 

z2-a2+ ba1 x1 + hz2x2 +・.. + ban *,

回帰ﾡの隔 り DistanceS between TegreSSiOn lineS 共分散分析が 回帰線間の岡 りの検定に使用でさ る こと を示すため 8 4 a表に示してあるﾡ司位を考察してみる。
&4aﾡ者の血ﾡの容積(リットル) P. 体(kg) W. 身長(in), H

どの回帰の計算にも係数の同じ逆行列が使用でさるからこの計3 はさ して面倒ではない・回帰分析が行なわれたなら ..劣… 、 の 効果が除かれた 分散、共分散分析をすることができる. この分折で得られた残差が 新変量の有意性を検べ、回 用 係数 q , C2 … c. を推定するのに用 いられる。 こみにした回帰方ﾡ式はy一a-h x・・・ -h *n -C1 (z1 - ax -h x1 ー・・ -hn *2
+ c2 5 一% - ba *1 - … - han *故に + ・.・

y 一 ざ+Hi *1 +h2 *2 + ・.・ b *n+c1 21+ c222+ ・..
cnZm修正した回帰係数,h ...:の有意性の校定が必裂になって く るが これは初めの回帰の逆行列と共分散回帰の逆行列を用いて なされる。 これを行うには 次の事に注意する。

b'i = bi- c1h,i - c2b。i-..・- c
したがって

Var Chrう -var cbi) +hSvar (cj ) +b21 2Var (c2 )+ ...
+2h# bzi cov(c1 . c2 ) +2h1 hai (c1 ・Ga)+ ...
var(hi),var(c!).cov(c ・ cj)の値2つの 逆行列か ら 求められる。この方法は本来u.H.Quonouillo"...が行 列 記号で説明したもの であるが回帰分析に一個の追加変量を導入するため W.G. cochran によ つて与え られた結果を拡張した ものである。 - --------------- - ---※ Quonouille,M.H. Econometrika 18 (1950) 27 Cochran,W.G. E.R. statist Soc.Supple 5(1938)171

男 女

P, H . H. P. H . P. W. H.
260 5 8 6 3 ai 7 6 1 G6 ao 8 6 4 6 7 2.2 6 5 2 6 2
287 6 9 6 5 2.5 3 5 9 6 4 ao 3 6 7 66 aio 7 1 6 7
280 6 4 00 a88 7 3 68 282 6 4 67 284 6 8 60
a48 5 8 0 8 850 7G 6 9 2.7 8 6 8 6 7 2.7 2 7 6 6 2
a89 69 6 6 a08 7 9 6 7 385 8 5 7 2 23 4 5 4 6 1
212 70 7 0 a 7 7 6 9 6 8 29 1 60 G 7 a12 83 62
この丞は24人の血先容従、体重 身長 の 観測 値 を 示して おり、 この表から、体重、 身長を用いて血ﾡ容種をﾡ想する式を求めたい。こ の 観測値 は 躬 女 両性 に ついて と られているので 何者同 じ関係 が皮立するか否かをまず考祭してみる必ﾡがある。 円性の回帰係数 に差があったとしても、 そう大きなものとは思われない。 この様に 少数の観測位の場合でも 回帰係数間の有意な差は殆ん ど起りそ う もない。 したがって 両性をこみにして解析が行われる。 &4h表 は84a表のﾡ測価の分散、共分散分析である。&4b表 分散、共 分散分析変動因 自由座 P の 平方和 W の 平方和 H の 平方 和

性 1 07688 0 9800

差 2 2 2 35942 1807 10883________
計 2 3 I 4.3630 1807 ?013 3

(14 9)
(1 48)



変因 自由度 PとWの微和 PとHの積和 WとHの役和

性 1 -041 8030 -4.7

残 ﾡ 22 5385 1_2840 2294

計 2 3 5294 :::20 224.7

00007706 一 0001711 逆イJアリ ・ -0001711 001348
共分散行列一

000005872
-00001304

- 00001804 
0001027 注 回品数改の分だ共分散行列

この表の値を使って 回分係数を推定するための方程式が求められる。
1807 bw T 2294 bh=52352294 hwg + 10a33 Ph-12840故に
b -00191

b -00818
w と Hに船因する平方和は(00191) (5385)+(00818) (12840)-20098回帰係数の標ﾡﾡ差を求めるにPの分散分析を売成し回帰係a の逆行列、 したがって係数の共分散行列を求めなけれならないこれは& 4 c表に示してあり、 これからW と 日は回帰に有意な*

与をしていることが分る。弘4c表 Pの分散分析と共分散行列
変動因

------------------------- 

自由度 平方和 分散の推定値

-----

▼とHに帰因するもの 2 2.0 6 9 3

新しい残 20 1.5249 00762

もとの残 2 2 35942

- *-〜〜〜..

の標準誤逆一 (Q00005872)一 土000771
hH の標準誤差- Jて0001037う - 土00322
男性および女性に対する回帰方程式は次の様にたる。 羽性に対し ては
P - a150+00101 (W-671)+00818(H-670)

- 00101W+00818H-8609女性に対しては 9P - 2.740+00191 (W-673)+Q0818(H-628)
- Q0101W+00818H-3642この二っのﾡは殆んど一致しているから 全体を通 じて一つの関 係が使えるかどうか考祭してみる。 これを行うには2つの繰間の隔 りを計算す る必ﾡがあ る。

0+13+00101 (02)-00818 C4. 7 ) - a 0 3 2
そのﾡ準刷差 は

、var(P)var(P) 。----- +-------  +(02)Var(bw )+(4.7) Var(bH.) ・18 6
__________________________ -2(02)(4.7) cov Cv bH_______、「0076200762 。 、 -一-  + - + (02(000005872)+(47 (0001027)

1 8 6 ・・ー+ 2Q2) (4.7) (00001304-+0200線 間 の隔り は 明らかに 有意でない。 したがって 身長と体に対する血ﾡの関係を説明するのに一本の線即ちP 一 00191W+00818H-8616が使 え る。
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数本の回帰報間の陥り を険定する場合には上にの方で 対毎に 比較をすれ ば よいが 全体を通じてﾡの検定を行うに 54埼で 
説明した様な解析をする必要がある。共分散分析を利用すればもっ と簡単に行える。 偏

この方法を脱明するため、 今一度 54a表に示してある3匹の ネ=の叙測値を考察してみよう。 上記の方法でネ=の対を互に比教 するのであるが 対の選び方には規則はないから 全体を通じての 
有意性の検定 が 必要である。 これは次の様にしてなされる。*ず このデークの分散共分散分析をまず計算する。この分析表 
を 使え ぱ ネコ 間の 差が 除かれて いる 時 も、 そうでない時についても A, Pに帰因する変動 したがってFに含まれる原因不明の分散を 推定することが可能である。前者の場合には原因不明の分散は188 後者の場合に 221.8 であ る。

a4d表 分散、共分 散分析

変動因 自由度 Fの平方和 A の平力和 -----------------------P の 平方和
ネ・間 2 3791 _ 11722_ 18904原因不明 31 5388 16528 80849研 33 9179 28245 49753

Aと Pに帰因する変動を除いた場合のネョ間の差を検定する分散 分析は& 4 ・表に示してある様になる。 A と Pの効果を除いたネョ 間の差は、 もちろん回帰線の隔りである。

一変動回 自由度 FとAの試和 FとPの試和 AとPの試和

キョ間 2 1968 16.06 4067
原因不明 31 2313 324.4 20170

耐 33 428.1 4850 2428 7

したがって この分折 は 回帰線 間 の隔り を検定す ることになる。

(1 5つ)

&40そ A と Pの効を除いたFの分散分析
自由度 平方和 平均平方

2 3 4.7 1735
ネ=内 2 9 1866 643

計 3 1 221.3
分散比2 7 0は5 %有意水準に達していないから全体の平方和、ﾡ和から計算した画ﾡ方程式が A と Pに対するFの関係を説明す

るのに使用でさ ろ。

a 5実験の時の共分散分析 Analysis of cOvariance in 
ep nrimrtntati on実験の際 処理 によ る 影曾 は受けない が 実験の変動には影ﾡをおよす量について 補.助 的〕な認測価がとられる場合が、ある。 例えば 食 作物の 試験 では 主な側定値は各ﾡの処理をはどこ した時の収量 であるが 処埋 曲 の土 G 条件を 知る たゆ に、既往の収量、酸度等の

制定 が 行われ る。この様な場合、 処理効果を検定するに 通例補助測定価を利用 して補助観測値に対す る主変量の回帰が処理に よって違ってい るか どうか検定してるとょい。 しかし変動性と回帰係数は普通一定で あるから一般 的 には 平行統 問 の隔り、 即ち補助変量の差に対して修 正をはどこ した時の主変量の 平均 値間の差を検定すれ ば充 分であるe したがつて農作物の試験では、各処理 によ って 得られる 平均 収量 は ﾡが地の頭初の肥座に応じて調整される。共分散分析の方法ﾡ験の際補助ﾡ測値を使つて測定された変動 性を除くのに用いられることも多い。 しかし回帰線間の隔りが何ん らかの意味を持つてれば 補助観測値 は 処理の 相違 によ る影都を うけてはならないことに注意する必要がある。処理の相違により影 ﾡされるものが主ﾡ測位だけであれ 線間の隔りは当然、 主ﾡ測 位に対する処理効果と呼げれる。そうで なければ 線 間の隔り は 主変 量又附随変のいづれかに帰因する ものであら う。
Q153>



実験に共分散分析を応用 した例と して F.Yatoぷ の示した例 を考察してみょ う。
(※ Yatos J.Agric Sci. 24(1984)511)

Yatos 6 匹の豚の組の各々 c 4ﾡの飼料を与えた 試験 研究した。豚を8つの小屋に分配した。豚の半分には湿性のえさを 半分には「ひきわり」を与え この2つのグルーブの夫々半分には緑飼を加えた。体重は試験を 始め る前と6週間後に記録した。分散分析の詳細は御雑であるがわれわれにはこの場合関係がない。 食飼を 湿らした時緑飼の効果の 変化 Iこ 応じて ある 成分を除 くこと は注目する価値がある。この成分 は 交互 作用緑 銅 X 湿性の飼 と 名付 けられる。
& 5 a表はけ週間後の体W と最初の体重I との分散、共分散分 折を 示して い る。期待したとおり、 最初の 体岡 に処理によ る有意差けはないこ とが わかった。さらに最初の体重の効果を考恵すれば 回帰に帰因する 平方和は (85451)シ/42a78-172308 である。 これは極めて有意 であり、 残差分散の大部分は回帰に因るものである。この部分を除 け 新しい残差平方和200567-172203-118204 が得られる。
85a表 分散共分散分析

(1 54)

自由座 Wの平力和 "とIの平方和 Iの平和ロ
・ 飼 料 3 900084 481958 218016小 屋 2 47308 2447 0 12658湿性食飼の効果 1 98817 7058 504緑飼の効果 1 29400 -4550 704交互作用クイXチルイイ 1 2 4.0 8

1 384.0 0 -16291 4800 11025704性残 差 14 200567 8 5 4.5 1 42378
23 1406984 557558 281096

ﾡ初の体のaを除いた時の これとは別の比校 comparison に用いられる平方和を計算するには その各々の平方和と残整平方 たと の組合せ を 考える必耍 があ る。 したがつて、 例え 最初の体 一 の 影修 を除 いた時の 小屋の平方和 に 残差平方和を加えたものは
(2 44.70+8545 1)°

47308+290567--------------------------------- ・118335
1265 8+4237 8小屋の平方和 (ﾡ初の体重の影響は除かれている。) は118335 

-118264-。 7 1この様な一の計算によ り、 最初の体重の影響を除いた時の分散 分析表は 構放される。これは& 5 b表に示してある。
& 5 b表 分散分析 (最初の体量による影ぜは除かれている)-- --- - 自由座 平方和 分 散の推定値

列 料 3 444.。 2 14800
小 里 2 071 036
田生位飼の効果 1 71551 71551
ﾡﾡの効果 1 49784 49784
ﾡ像= 1 8301 8aoi

性 1 1680 1680
残 差 1 3 118264 9097 ・
計_____________ 2 2 294058 ・ - -

性食飼と緑飼の分散は有意でめあ る。 これらは回ﾡ係数854.51 

/42878-2016 を使つて推定でさる。 例え 湿性食飼と緑飼に よ る6週間目の平均体重の差は 12881bであるが 初めの体重間の 差は0921b であった。最初の体重の効果を除いた時の湿性食飼の 
ゅ央は ・

1288-2016X092-1098lb
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この推定値の標準誤 大切であ る。

- 土&02
&6 数倒の 度料源 か・ら とられたﾡ型位の解祈 Analysis of obsorvation from soveral sourcos

時には数個の 資料初からと られたﾡ測値について回帰分析或は 相関分析を行う必必がある。この場合には若干複雑になる 第1に いろいろな場所でと られたﾡ測位のﾡﾡは適つているかも知れない 第2に 回帰 係数 は場所 Jこよ つて 返つて いるか も 知れ ない。第8に 資料部 間の原因不明の変ﾡは 任意の賢料ﾡからとつたﾡ測位の 原因不明の変ﾡより大きいかも知れない。 後に各 資料源の平均 位問の関係は 任意の 資科ﾡからとつたﾡ説位から計ﾡした関係 と 違つて いるか も 知れない。例と して 個人のニネルギーの必量E と体重W との関係に調 を実行する上 うに決められたとする。 この目的でいろいろな田で越 人のﾡ測者が個人についてE. と " の価を報告するよ う にﾡ求さ たとする その結果得られたデータの解析には次の様な問題が合 れている。 ,
1 どの 説測 者 について も ニネルギー必災量の算定精度は等しい、, (或は どの地方の個人の変動 も 等しいか)
23 EとWの関係はどの地方においても同じであるのか即ち

2回品係数は同じであるか? aも しそうであれば与えられた "の値に対するEの値にどの様な国別差迎 (即ちﾡ測者の同) が在在するのか9
4. いろいろな資料源から求めたEとWの関係は任意の 資料滅 の 関係と同じであるか任意の場所で高いEの価を生じみい 気候の様な 条件は 低い* の値を生じ易い 傾向 がお う お う 生じるので この最後のﾡ題は特に

したがって 専 所 間 の E と " は正であ る。この問題の初めの 3 つは 5 性と回帰係数がどの資 料源 前節の方法で投う ことができ の違っ ている こ とが分れ

の 連関 は 負 とな る が、一方ある場所で
4 節 で脱明 した 方法で扱かわれ、変動 cついて も.同 じであ る と 仮定すれ、 る ・ 各資料源か ら と つたﾡ測価の精度 て 7節で説明し た様 なﾡみ付きの解析を使わねばなならない。 このためには 各 料源 からのデータの残

差分散を推定し 重み係区

た- 

fェ

-2
wg

を使って全体のf析を行う必ﾡがある。たゞし6が°は 目の料ﾡの残差分散の推定位で 自由度f に花ずいてい る。通例 な後の「ﾡの扱い方 (即ちいろいろなな資料源から得られた 子 均値間の関係は任意の資料源の設測価間の関係と遮つているか)初めの8つの岡題に対する解答に り途つて く る。一般に この ﾡ題は 回ﾡ係数がどの場所について も 同 じである場合にのみ 重選 で ある。そうでない時には どの様な場合で もその関係を脱明するのに 何本かの回ﾡ線が必ﾡであ る。資料瀬問の変動が同じ 資料源のﾡ測位間の変Dより有意に大さ くない場合には簡単な有意性の検定法が用いられる。 その方法を示
5つの資料源からとられた0個の観測価の組の (仮設的) 解析を考察してみる。 2つの変量yと*が測定され、 その 分散、共 分散分析は&。 a 夫に 示して ある 様 になった とする。

&6a表 仮設的 な分、共分散分析--- ・-- --
_2型回十単由座-yの平方和x -とYの普和*の半和-4 6・4 3
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資料内 25 1 2 5 10

計 29 l8 0 13

xの効果を除いた時の資源間の差と検定する分分析は&6 h 表に示してあろ とお りである。
&6b表 分散分析(:の効果を除去)
変動因 自由度 平方和 分 散の推定価

資料源問 4 11.77-950-227 0568資料源内 24 12- (5シ/10) -950 0390
f i 28 1 8- (9シ/18) -11.77

の硬証はない。

86c表 回帰間の並を検定するための分は分析(*の効果を除 去)
愛動回 ・ 自由度 平方和 分散の推定価

回船間 1 1.60 1.6 0 0資中1の予位の回 3 Q67 0223

資料源間 4 227 0568

料ﾡ内 24 950 0300

計 2 8 1177

この例の様に 2 つの回帰間に有意差がなけれ、 計の平方和を使つて全体の回を計算してさしつかえたい。 したがつてこの場合に資料源間の逆は有意でないから、 谷料源の平均価の回帰が各資 料源の観 価 の回帰と迎つているか否かを検定できる。同じ資料源 か らの観測位の 回帰係数は 5/10-05 であり、一方 資料源 の 平均 例 の回帰係数は4/3-18 であるので 多分そ うなるものと思われる。各資料源の平均位を使つた回帰に帰因す a 平方和は 4シ/8-588で あり したがってこの回帰線のﾡ り の残ﾡ平方和は 0-588-007 である。回ﾡの推定に1 自由度が使われているので この自由度は 8であろ。このﾡ後の値と & 0 h表の位2 2 7 との相違 は 前者は資料源内 のデークから計算した回帰を使つたものであり、 後者はﾡ料源間の 回帰を使ったものであるという点である。 そこで2つの回帰間の塗 を 檢 定する のに この2っの価のﾡが用いらる。 したがつて80b 表の分析は&6 c表の様に拡張される。この分析では 回帰間の差を検定する成分は大きく、分散比 404は5% 水準 で殆んど有意である。 (42 8) このことさらに しく 分 折すれば 平均位の回帰と資料源内の回帰との差が示される で.あらう ことを暗示しているが この場合にこの様な差について

xに関すろyの回係数と して 9/1 3=069 が 用いられる。組平均位間の差が有意であれ 上に示したのと同じ方法が用い られるが有意性の検定は違つてくる。 この場合には2つの回帰間の 登をぬ定する分の推定価は資料ﾡ円の分散と 平均価の 回帰検のﾡ りの分散との重みを付けた組合せに対して検定され る。独立変量が一ﾡの場合には °を資料源内分散の推定値、Jf を 回帰ﾡの周 り の平均位の分散の推定価、 B,B を資料源内及資料源 
mの独立変量の平方和とすれ、 回帰間のﾡを検定するのに用いら れる分散は (+ Pパ)/(B+B) である。回帰線間の益を検定 する分散の推定値は逆に両方の他の分散に対して検定されるので通 常はこのﾡのあらゆる組合せに対して計算する必災はない。 どの場 合にっいても同 じ結諭がえ られゝ この2つの分散の組合せを用い る必迷はない。 次の例は その方法を示すのに役立つであらう。&0d表は5つの資料耐からとつた。個のﾡ測値の (仮設的) 分 祈を示している。 変量y・ *が測定され、 &6d表に示してある様 c分散、共分分析がなされたとする。
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xのガ果を除けば

--2命姿十番督営位子が挙秀料分好-とyあ高 えの秒

ﾡ高

412 43

256 510
計 20 1 8 9 18

この場合2つの回帰間の差を検定する分散の推定価1.6 0 0は眞 料源内分散0140と比校した時には有意であるが、回帰線の の分散2223と比較した時には有ﾡでない。 したがってこれらも 組合せたも のに対して検定を行5。10x2223+3X014G

変動因 自由度 平力和 分散の推定価
回帰間 1 1.60 1.0 0 03 12-(4ン/3) -607 2228

千均の回の用り

資料温間 4 1 L7 7-a5 0 -827 2.068
資料源内 24 6 - (5/1 0) -250 0.140

計 28 18- (9シ/13) -11.77

分散の推定価は この位よ り小さいから明らかに 有意でな い。
こ の場 合に、 各資料源の 平均位間には塗が あるから

回帰係数を推定するのに合の平方和は使えない。この様な 花のギ 
じた原因に り なすべきこと は 変ってく るが、それ が観測岩、・ 
械の相違による当然の変動と見なされるならば、資料源間の平力. 
と秋和の分はを資料源内のそれに付け加えねばならない。この分。 
は 2 つの分散 の推定 値 の比 0140 /2 228-0066 cx り決宛さ

したがつてこの場合回帰係数の推定に使うべき平方和、 秋和は 10+3*0066 一 1020
5+4*0006 - 526であり回ﾡ係数の推定価は 526/1020-052 となる。同じ様作 性ﾡ を もって いる 多く の間題が共分散分析を い て 処理 される。例え最初の分該、共分散分析でそれに相当する 成分を除 くことにょり資材ﾡ毎に変る変量、 例え平均気ﾡを扱うことがで きa。回 卅 保 数 の 世 終 的 推定 の 時 に ば 適当な 分数 を 乗 じた これ ら の 変量に対応する平方和、 積和が再び導入される。色々な 資料源 によ る 結果を分析す る際に生ずる当雑な同ﾡを取り 扱5 ことは木書のﾡ囲外であるが 上記の 例 は 共分 微分析 が この様 な結果の分析の基礎となる こと を 示すのに 役立つに 違いない。

&7 分成、共分改の成分の推定
Estimation of compotontS of varianice and coVariancO一組のﾡ測価の変動共変動をいろいろなﾡ因に帰因する部分に分 割する方法を分散、共分散分析は与える。この方法によれば大きな 変動を生ずる原因の登義をﾡ定することがでさ、 これ を 除く ことに よ つて残り の ・ 原因不明 ・ の変面 に 焦点 を合す こと が でき るのであ 

a。時に これとは逆に原因不明の変動性を除いて既知の変動因 に無点を合すために分敬、共分散分析を使う必理のある用合もある。 あるいはまた、解析法を変えて、叔測価の取り方の相違によって起 る事ﾡを推定することもでさる。いづれの場合に も 分徹、共分散の成分を推定す る 必迷があ る。この様な解析の使用法を示すため *ずk.uatherペ の行つた解析を考察してみ う。Mather は別の 目的で 大麦の雑種 Spratt x Goldberg の第2世 代から とったデー ク を使った。との世代の 1 7 0 ケ の個体 から夫々 2本の穂をと り.各ﾡについてい ろいろな測定を行つた。 &7A基はこの8つの測定位の分散共分散
( ※ Mathor, K. Biomotrical Gonetics Lendon, 1949 )
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分析を示している" Bは ( 中少2リーの) 最大ヴ、 C その長さである。
& 7 a 表 、共分ﾡ分析 _

1自由度 B平方和 み散の増川 a お°其分の川定 ゃ 眸個体 1 69 14206 841 -83228 -1960 192861 72.70

170 2800 1.39 -1395 -082 8565 504

# 1 339 16506 - -84618 - 181420

個体間の変動は極めて有意であることが分る。 ち どの定価 とおいても 個体内上 り個作問の変動の方が大きいことが示されて いる。分散、共分散の推定価の塗を使え分整 (又は 共分敗)の 加する程度が測れる。 &41-130-702, -1966-(-082)-1884. 7270-5.04-6 766さて今度は 個々の 測定 仙の変動又は共変動が 2 つの部分か ら成 っている ものと して考察する ・ * を御内変助、 r を 個体間 変助と する。 したがって各個体からとつた個々の観測価聞の分散、共分散 はx+Yに等しい。 各個体からn個の観測値がとられたとすると観 測位の平均位間の分散共分散*/n+て で表わされる。なぜなら 各個体にっいて n 個 が 測定 されて い るか ら前の成分は n で割るが 後の成分は個々の個体に関係する も のであ るからそのま ・ にして お る。 これに対応して 分散分析で個体間の分散、共分Wの推定価 は n C*/n+Y) 一*+n てである。この方法 に よれ ば各成分 を 別 々 に 推定することができる。上記の例では、 nは2である。 したがつて上の差は成分rの2倍 の推定量である。 &7h表は&7a表の分析の結果から求めた*、 I の推定値である。

?b表 分散、共分散成分の推定位
1 B BとC_ __C

x 1.89 —Q82 504

r a51 -9+2 3a83

* + T 4.90 -1024 8887
1/1 0+r 805 -950 34.33

このﾡから価々のﾡ 、 ・* +Yや超平均、 知ち 
10ﾡのﾡ測置の分融、共分散 1/10*+r が、推定でさる。 これは ピ のみ禄な場合においても 相関係数や回帰数を推定するのに用いられ ろ ー 例 え 御 々の叫についてBをぶ定し、 Cの仙をﾡ測するのにこ れを用いるとすれば、 回帰係数の推定価は-1024/4.90ーー209 と 
'cる。 10何のﾡ測価からなる組に対して 回帰係数は -250 /a65- 2.00 となり 観測数 が 非常に 大き くなれば -942/851 --208 となる。二の方法によれば抽出変動やその他の原因不明の変動を除いた時 つ問帰脚係や相関係数を推定できることが分る。 特に、 この力法 み境によ る変動を除いた時の変動の遺伝的成分問の相関を推定す る た め遺伝学で広 く用いられている。例えば同一の双子内 および双子 ・の調定値を解析するこ と c工 り過伝上の測定価の相関の程度が推 定でさる。分散成分の第2の例と して 5 図に示してある デー タの解析を考え てみる。これは&7 c表に示してあり この表によ り年位の年令 の組叩の遊を表わす分と年令に対する直線回帰が推定される。

&7c表 対数 で表わした陳代率m と 対数で 表わした体秉 瑞 の

1 1.298 1.2980 2.456 2.4560 4.646 4.6460

分散、共分散分析
mと ・

自由圧 平方和 分散の推定値 税和 共分散の推定価値 平方和コ 分散の推定値

(162)



；11

12

Q022

1.320

Q.0020

Q1100

0028

2479

Q0021

02006

0052

4608

0.00+?

08015

アロ

年 才 1
310 0724 Q0023 0724 Q0023 L517 00049

————!
322 2044 3203 6215

—

各年令級の祝測数の平均 n1=328/13 を使え年令の組内よご 組間の分散、共分散の成分が推定される。 これによつて&7d表 示してある分散の成分が得られる。
&7d 分ﾡ、共分散の成分

m mとw
0.0028 00023 Q0049

T 00048 00082 0.0156

しかし この場合には この方法はどちらかといえば不自然である 回帰分析は 年令に対する m と "の従風関係は、いづれも 直線でま る こ と を示 しているから、 組間の変動の成分回帰線によ る変動を 表わしている。 この事実を認めればも つと う ま く表すことがでさ s したがつてt が年令を表わすとすればも c関する mの従属関係g 一a+b (tーモ) +eで与えられ
mの分-回帰線の間りの分散+ (tーモ2*回ﾡに帰因する 

一*+ (tーモ Tその他の分散、共分散も同様な式で表わされる。
Tを推定するに、直線回帰の分散の推定価x+Tx (t_コ 

であることに注目しなければならない。残差 分散 と 回 海 によ る 分. 

の推定 値 の差 を W (tーモゞでﾡれTが得られる。

この場合ぶ ct -モ月 -3 6 0 7であるから分散、共分散成分。 推定価は& 7 ○表に示してある様になる。

7©す 分、共 分散の 皮分

ロ

00023

0000359

X+20T 000n48

X+2T 000302

-1X+20T 000741

mとw ・

00028 00049

a 00 0 6 8 0 0001287

001500 008064

00866 000747

001888 002023

成分 Tについてロ と ▽の相関が1. 00 0 4とり 1 上 り大さ くなることに気付くであらう。 回加成分の推定には常にこの様なことが 
起 る。今や、 色々な抽出条件の下で起ると思われることについて研究で きる。例えば、 tの分散が20になる様にﾡ木がとられたとすると これに相当するm. "の分散、 共分散はX+20Tから推定される。 この位は& 7 ○表に示してあ り この場合"に対するmの回帰係数 は 00159 0/Q 03064となることが分る。 これに対してtの分散が 
2 に 等しければ 回帰 係数 は 00036 6/。 00747-0490 となる。ヌ 平均年令の分散が2 0である 1 0人の小児の組平均が解析に 便 われたならば 分散、共分般の 推定値 は.- キx+ 20Tとなる。
& 7 e 表から回帰係数は 0.0188 3/a 02623-0527と な る こ と が分
ろ ・最後に同じ歳の多数小児からなる 組を使えば回帰係数は000068 0/Q 001287 となる。この方法によれば希望する回帰係数、 相関係数の価を分散の成分
か ら描定 でさる。 • :

この成分よび誘ﾡされた、 統計量の誤差を求めるには幾分複雑 であり、 I. Brossﾡ の行つた研究をむ考とする必災がある。
大き た 自由度 を 使う こと が できれば これは次 に示すﾡに簡単

に行なえる。 s-ass+s. を好導 された成分、ef.es は

(1 C,) (I65)

%25e3%2581%2595%25e3%2582%258c%25e3%2581%259f%25e6%2588%2590%25e5%2588%2586%25e3%2580%2581ef.es


自由度f1 , f2 にさずく分散とすれば S2 は自由度
F ・ 4

24 2_ヨ1-S1 」92-S2 
f,「f。

に苫ずく ものと して検定される。例えば& 7 b表で各ﾡ体について1 0本の秘を訓つた時のBに関 するCの回帰を推定したいとする。 したがつてBに対して
1/1 0x+T -365

- XL39+ 一 (841-13 0)

- す *&41- xL3 9 
-4.20 5 -0556この2つの分散はそれぞれ自由度1 6 9と 1 70に基ずくものでさ ある。故にこの推定位の有効自由座は次式で与えられる。
(a65)2F ・ ----- -z----- - -ス - 125

(4.205) +(0556
16 9 170

大ざっばな分散分析表が作られ、 &7f表に示してある様に回帰 係数およびその標準誤差が推定される。
&7f表 近似的な分散分析

自由度 平方和 分散の推定価
回帰 1 (-11875)ン45625-800075

残 差 124 4-29125-809075 -120050 968
計 125 125*8483 -4 2 9 1. 2 5 84.88-- -----十------ --------- --- -----------

b- 1 187 5/45 62 5-- 2.6 0

/ 968bのﾡ準誤〜V e----- ) ・土G 14645625
この方法 近似的 なも のに過ざないが実用的には 充分 正確な結果 を与え a。

a
大規模ﾡ査 Larg。 一 Scalo Investigation

a 1 ﾡﾡ価の収共 Taking th。 obsorvationS速関の問題に関する大ﾡ桜調査では出来る だけ作泰量 をらし、精 度の高い結果の得られることが望ましい。 数個の変量についての回 帰分析や相関分析 は時の かゝ る もの となり、無 効で しかも 不必選 に時間のか ・ る解析がおこ なわれた 発表 踰 文 は 費用 がか さむと 同時 に極めて価雑なものである。 したがって 不 必 要か つ 無効 の 努力 が 払われ ること に対してどの様な保証がなされ るか或 予 防策がこ う じられるかを予め考祭しておく ことが望ま しい。世防 策 の一 つと して は 確災な結齢を導びさ出すことがでさ で きれば解析を何にする様な方法で ﾡ測価をと ることでもる。 多 くの場合観測値の収集は殆んど 否・全然制御することはでさないの でこの方法は常に実行可能と限らないが、 もし 制 御 可 能 であれ 段 側 位収 集方法について考慮を払 う べさであ る。試験研究では 最大の正確座と最小の計算量で変量 問 の関係を調 ぺる こと が 出来る よ うに設計がなされてさた。 この稲の設計の-っ が 要因配 敬法で ある。 この場合各独立変量によつてとられる値は限 定されているが 観測値は独立変量の価のあ らゆる組合せの生じた 网 に 並べられる。例えば 3の独立変量の効果を 全部で 
27(-8X8*8の独立変量の組合せを使つて推定したい。 この場合 独立 変量はいづれも 3個の位をと る こ と に限定されている。この場合 独立変量は肥料の使用量、薬品 の服用爆、吸入量の水ﾡ

CI66) (I6ク)



その他の 処理 であり一方これに対応する従屈変量は収愛、 致死 体 重の増加量その他反応の測定価であら う ・製因分析は各独立変量の回帰係数が従日変量の位から直接に推定 される とい う 長所を も つている。 さ らに各変が独立に働いてい a か、或は*,*パ*2での様な積の項を含むょうに、 回帰が拡虫さ れるかどうかを簡単に推定でさ a。
この様な積の項一般に独立変量の交互作用と して知られてい a ものを検定するのに用いられろ。愛因配置法は正規回帰分析を使つて解析ができ るが計算量を最小 

cするためその 手順は 公式化 されている。この手順の詳細について は突象計西の青物を参照されたい。多くの場合 独立変量の価をﾡ定した計画を樹てることは不可能 であるし又好ましくもない。独立変量が囲の中のﾡ物の 数とか宇宙 の徴細物質の密度の様な量であれ これらの他 を 制御すること は できない。 選択された設計にかなった独立変の位だけを選び出す ことは可能であるが この株なこと は一般 に 好ま しく ない。実软の 場合 の よ う に独立変武の位が制御でされ その関係が描 定された位のﾡ囲内においてのみ、推定された関係は一つの意味を もつている。 なおこの数値の範囲任意にとれるであろう他方独立 変量の位が選択に止つて得られたものであれば、推定された関係が 示す事態は実際に起らないこと も あ り う る人為的なものである。 し た がつて この関係は誤解を招きやすい。例え全子 算に対する娯楽費の百分率におよす所得と家族数の 影響を推定したいとする。これを行う ため幾つか の所得 の 値 と可た？ な家族数と を選び、収入 と 家族数の組合せ毎に一個の ﾡ測位が と ら れる。 正規母集団において 所 得と家族数のあ らゆる組合せが同 u ﾡ度で起らな いで あろう という点、例えば 大きな 所得 と 大きな 家法 の組合せは 比終 的に稀である とい う 点でこの手順は人為的なもので あ る。他のﾡ測値 と回じ重みで算すれぜ所仰と 家族数 の I
(a 微 の項のあて は めの ﾡ明はん4節 をち 照のこと)(I68)

の定価は 不正 確なものとな. るかも しれない。ﾡ立変量が災験の場合の よ う に御御山来ない時には 第一に考察 しなけれなら こと収集されたﾡ烈位は描定された関係が、 こ の場合に適用でさ るょ うにある定められた状態を表わしていること を保証できるものでなけれならない。 このことは実験の場合と同 ﾡ ﾡ測価の退択にはﾡ率的選栄が含まれており デークを規則的 に 収集する傾向 が、 その解析で認められることを示している。 した例えば各種の資料西 か、らとつたﾡ価を甲析するには同じ東料源 から とられた 観 測 世 の 煩 似 性 を 考慮 に 入れれば ならない が(8 7節) 時系列解析では運統した叔測値の類似性の彫響を考慮 する必ながめる。 (11章)従脳変世一般に抽山方法を修正する雄礎と して用いてはならな いという例外はあるが 視測位の収集の原 修正した抽山方法を採 用することはもちろん可能である。 したがつてﾡ化抽出法によれば 独立変量やその他の利用 しない変量が正しい割合でﾡ本の中に表わ れる係に独立変に対してそれを用いることがでさる。 例所 
4独立変量とすれげ各所得の組が比例的に表われる様に族数が選れる。さらに この方法はﾡ測価が得られた地域毎に行なわれる。 この様にすれば 地城 間の関係に含まれている変動をﾡべる こと がで き、その型についてもつと正確な概念がえられるであら う。観測値の味 Scrut ing of observation大規模な解析に着手する前に予防策として、 極端に興常な祝測価 ゃとび離れた初測値がデークに含まれない上 うに する。. いくつ か の 変量を含む解析では 誤つて報告 されたﾡ測位け係数の推定値にか なりの影響をおよし、 たとえその観測位が明らかに誤つたもので あっても 解析をかな り 進めてその誤 りを発見す る こと殆んどで 

sない。したがってかけ離れた値を発見するに ﾡ測値をさらに 内べてみる 必 がある。阪ﾡな位はグラフにプロッ ト した もの と一 緒 に 調べ て みる と 簡 単 
c分ることを第1章で指摘した。数個の変がある場合に あら

(I69)



ゆる変量の対をグラフにブロットすることかなり時「がかゝ り、 それと回時に極端な値が生じ必い時には不適当である。この場合 大体の回帰方ﾡ式の推定が可能であれば、 通例 この抽定 価 か ら っ 個差をﾡべることが すすめられる。又 デークの検討或はその民 係の形に阿する一般的な知識から 回ﾡを大略担定できれ o 解析を簡路に しかつﾡ味するためにこの位［が用いられる。※例として 92a表に W.L. FonS ハ が報告 した空閉疎 なﾡ炭林における森林火災の延ﾡに関する+りの災喚結果が示してある。 型定された変量は
x, -3(m.p.h のﾡﾡの対数)

2

*2-=。(°F単位の新炭材のﾡ度)
(湿度百分)

ス- in ﾡ修のﾡ炭材の表面積 と材積との比の 
inﾡ花のﾡ炭材間隔面の対数

y - ft/hr単位の延焼速度の対数
9.2a表 火災の延焼に関する実換結

*1 
ago

* 2
016

* 3
021

*4
1.32

* 5
Q18

X 6
285

y

229

0.90 017 015 1.32 Q18 242 2.35

000 0.17 017 1.32 0.18 240 2.32

1.16 014 020 1.20 018 2.48 235
1.16 018 018 1.32 018 2.00 242

1.16 010 0.20 1.82 0.18 2.6 2 245

116 0.17 016 1.32 018 2.67 2.53

(※ FonsW.L.J.AgricRes。72(1946) 98

do do 1社t aid Xs 265 ゾ
256

L35 014 021 1.20 024 272 2.35
135 015 0l8 1.20 Q24 276 242
135 012 010 1.20 021 269 241
La5 014 0l8 190 Ql8 2.69 2+7
135 014 020 1.20 0l8 207 238
185 0l4 0l8 120 0l4 205 249
L85 Q12 0l0 1.20 010 258 230
L35 012 010 132 010 273 256
135 012 020 1.32 Q0 5 2.64 245
185 Q17 010 132 Q18 286 269
1.85 015 017 132 018 2.83 255
L35 016 021 1.32 0.18 2.80 200
185 014 018 132 Qlt 2.7 7 2.63
L35 014 019 1.32 aio 272 258
1.85 012 0l8 1.32 010 2.71 2.52
185 015 010 1.44 Q14 289 266

185 012 018 1.44 0l4 2.87 257
185 012 015 1.44 014 2.90 2.70
185 015 017 144 010 2.87 2.7 9

185 012 Q19 1.44 005 2.77 2.7 0
185 018 0.22 1.44 000 2.70 2.60
185 015 0l8 1.44 0.00 2.76 2.67

115 014 010 1.32 014 2.56 2.35

115 014 020 1.32 0l0 2.51 237

115 Q14 018 1.20 aio 2.41 2.23

115 014 019 120 0l8 2.48 217

(I70) (I7 I)



メ1 
115

2 

018

*3

Q08
%
144

5 

aio

6 

279

X 

2.66

115 018 009 144 005 2.73 264

115 018 Q09 132 018 274 2.51

115 019 008 120 024 2.70 2.37

115 018 Q08 L32 005 2.62 247

115 018 010 144 Ql4 2.81 2.60

1.15 018 000 120 0l4 2.58 235

1.15 018 Q08 120 Q21 266 2.38

115 017 Q12 1.44 aoo 264 25%

1.15 016 Q12 1.32 014 2.65 244

1.84 018 009 1.20 024 2.87 259

L34 018 Q09 L32 014 289 2.60

1.84 Q17 an 120 014 274 240

1.84 017 an 1.20 021 2.81 239

1.34 017 012 L20 018 2.77 241

W . L . Fon は間題の理論的な面を追及して、 y と他の変量との 問の理静的 (基礎的) 関係を誘激した。この関係は近似的に次式で表わされる。
y - x1 +*e -3 +*4 +*s + 常数したがつてyと*1 ～*6 との回帰関係を推定するためにこのﾡ 調値を使用したい場合 極端な観測値を調べるにy と

xo-*1+*2一*3+又4+メ5 を比較すればよい。*。 の位は92a表に示してあり、極端な位を検定するにはグョ フその他の方法が使用でさる。例えば 9 2 b表に示してある」, に(菱y一x。 の分布を作ることができる。

計

9 2 b 個遊ゞ一*6 の頻度分布

日 - 工 団 度

- a 05- 8

- a 10- 7

- a 15- 1 0

- a 20- 1 0

- a 25- 6

- a 80- 5

- a 3 5 - 2

-a 4( —— Q44 1

4 9

この表をみればﾡ大のfは一 04 0 と 4 4の lll.にあり (9 
2a表の下から二番目の役調価) この袋は残りのﾡ測値と上く一致 していざととが分る-060 政は+020 という偏差があれ これ に対応するﾡ測値当然棄却される。 しかしこの場合 は全ﾡﾡ価 がﾡ然変Dのﾡ囲内にあり したがつて全部を完全な区値解析に使用 ナきである。解析法の計画 Planning the analysis了 析法 を予め 叶 画でき ると迅速かっ適切な作表、表示方法を工夫 することが可能であるげかりでなく、 解析がなされる形式について #察すれげ、 デーク収集法の修正が暗示される場合が多いから大規■ 関 査 の 解析 法 は 調査 に 着手 する 前 に 考察 する 必迷 がある.例えば 解析に7章で考察した形式の組分けを使用すること が決 »られたとすると、独立変量のと る 値 の 順序 又は それに 近い 順序 で ゲ -クを作表する と い。 このょう に+る と 比較的簡単 組分け をﾡ調位の中心部の2/8は-010 と-080 の間にある。 したがって標約ﾡは大体01 0であり、 観測値の。 5%00 0 と-040の間にあることが期待される。 この範囲の外にある1 個のﾡ測値は楽却の必ﾡはない) .

(I72)
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行うことができろ。或 この合には fuilAiに分チや配列のでき るカー ドにデークを書き込むこ と e 考えられる.余分な仕事の大部分非常に桁数が多いか非 常に少い数位を術析で 取扱う ために生ずる ものであ るか・ら報告する価位のある有効数字の 術数は調査の初期の段階で考繁すべさである。独立変量に桁数の多いもの或少い改ﾡを用う るかについての 判 断は 最後の桁数が変つた時従脳変量の位にしい影密をお」ぼす かどう か を考察すること Iこより決定される。 eu 交量 については、 その残差ﾡ4何差の 1/4 以 内にある it+報谷すれ充分である。例え前節の例では従勝変量的。 1 0の残た 杷！ 偏整を持っ = いる。 したがって 0025以内又小改点以下2桁のyを 報告 才 充分である。 この例の独立変の変のyに同じﾡ大をもたら」 ことが待されるからである桁数y と同じでょい。解析を行うに当って主と して考えねばならない点どの様な型の 算梭 が 使用可能 か 或は 便 用 すべ きか とい う こと で ある。 計算設備に 制約があれば効率の勝い簡 略 解析法を用い、 これを 補 うために上 , 多く の 観測 値 を とれば よい。逆に計算設備に制的がなく、 デークが ら出来るだけ多 くの情報を引き出すのがﾡであれ 完全解析 行なわれ る。完全 解析を 行う 時生 する 計算(こ 関する 主な 問 ﾡの一 つは平方和 積和の計算であ る。最新式の机上計器を使用すれ このﾡの計算にﾡす a仕事量 は大いに滅小する。 (計算松および計算老の経ﾡによつて変るが、 
2～8桁の1 0 0.個の数字の平力和、 ﾡ和は大体1 0 分以内 で N ；t できる。) その場合でも変武およびﾡ測数が共に大であれ、 d 事 の 世 は 莫大な もの とな る。変量が1 0で観烈位が1 0 0 0組あ。 と平力和、 積和を求めるのIに5 5 0 0 0個の 平方 上 び確を算こ なェけれげばならない。 (運統計算して約00時問)この場合味全然 行わ れていなないaこのよ うな場合について当然便利な計算の解析法が考案されお

ほ てり--フ :中の Hollo： ・U・SのI.B.M.のようなパンチカード式の計ぬをうことである。 これらの松械 ［は 80列からな り 、 各 列 に］ 0 Pos ition のあるカードを使用す る (外の分ﾡを行 う ため各列にﾡ分に 2 仙の position か付けえてある。) 5列、各 posit ion に 穴 とあける、 町ち 例 え3 怖の数字 は3つの でわされる。 例え329定められたらん でそれぞれ8。 2. 0番日の ion に らけて衣わされる。 この様にすれ 間j じカー ドに今 て の字 例 え4 0個の2桁の 数字、26仙の3桁の数字と基わすことがでさa。パンチされた情報に した がつ て これ ら の カー ドを分類した り並ベ たりする松械が使され、 この 根払え 又 このカー ドの数字の平方 和 ・ 欲和 を求めるために使用でさる。 大規松己の解祈にこのﾡの 然 Y を 利用 する こ と考祭してみ a 価価が:あ a。組分けした解析が行われる場地合にけ この磁の機械は胡う価を組 に分け各組の認計を求めることができる。 又 全解析が行われる場合 に 観 f の平方和、 積和は組毎に決定されるv 例えば 変量10で1000ﾡのﾡ可価の平方和、 積和を計算よaに10 変量の各組をカー ドiにンチし機械に上つて各変量と カー ジcン チした全変量とのﾡ和が順次 計算される。故に1 0組の科は全て の平方和、依和 を与える。2 -- 8桁の場地合に 各操作 は-時間当 ク 1000 0枚のWで行われ る。 したがつて計算の全過程一時 問 で完了する。これにはカー ドにンチしたり 機械を調整するに災する時間- さらに2時間かゝ る一は含まれて いない が 机上針計算 様上 り 遙か に く結果を求める こ と がでさ る。こゝでンチカー ド式 機械 のしい説明をする こと適当でない と思われる。詳細に ついては 計算 法 を】反り 扱って い る 交はを参照 とれたい。 ※特 にド・ 1ateS は数節にわったってパンテカー ドによ る法よび イン チカー ドに用いられる機械について説明している。
(I75) (I/5)



ンチカー ドを使用するか否かを決めるには計算の正確さと円時 
cどの様な保証がえられるかを考察してみる必ながある。相 返し. 祈する こ とができれ試り を見落す機 械 は 減るであら う。 しかし各 解析について完全 にﾡ返しをすると時叫がかゝるか ら一般に計算を的 味する手段を解析に加えることが望 しい。これを行うには解析の際 特別の変量として任意の変並の組合を 使用すれげ上い。 この特別の変量の平方和、脳和は直採計算され 他の変量の平方和、 積和との週当な組合せに対して的味される。特 に前節に示した方法でﾡ側ﾡをﾡべるために回ﾡの概略の推定ﾡが 使用されているなら 平方和、ﾡ和を的味する場合にこれが使用 される。例え前節のx1 ～*6 に対する変量yの回帰係数を推定する方 ﾡ式は次の様に算される。08072b, -00625h2 +00540b8-00243h -00885hs 
+06229hs -03980-00625b, +00225h2-00348b3-00004h+00172h5
+00048bs --0005900540h, -00340h2 +00087ba +00088h4 -00006h
-007 50hg -G0806-00843h -00004hz -00083b3 +04108h -01781bo
+01882.-04201-00335h, +00172h2 -00096h3 -Q1781b +01841hs
+00048b6 -0160106220b1 +00048h2 -00750h3 +01882h4 +00048hs 
+08052h% -06917

しかし 今-勺 十〜 一七 + 3 +向 であるから

程式 は 独立でない。したがつてb式は1. 2 , 4, 5式の和から8 
式 を 引いた もの に 等しい とい う ことから この 計算 は 吟味 される。

例え -00848-00064-00088+04108-01781-01882 であ

これらの万型天は対称であるため計算式の係数の 誤りはある 特足定の平方和、 ﾡ和に合まれている試差に帰因 していa こ と が多い, 例えばb4 の係改だけがらやまつている時には 恐らく *4 の平 方和にﾡりがあるものと考えられる。 しかし b4 とb5 の係数の 双方に誤りがある時には恐らく*+ と*6 の積和に試りがあるもの と考えられるが この場合には*4 . *s の平方和にも誤ﾡがある ものと考えてよい。a 4 変丘に関す る考ダ Examination of variablos
4 折 に 多 数 の 変 力 が 含まれて おれ ば 従脳変量の推足に有意かっ 評占しうる貫献をなす変だけをR上げることが望まれる。 これ(は 曲換回帰の迷次検定法で説明したのと同じ呼析法で行なえる. (6 

8節) 次の例にその方法を示している。
ある試験で 学生の成ﾡy. を 予測する 目的 で 5 8 人の 学生 にて いて5つのテストt1 ～t5 が行なわれた。 yの総平方和は9491. で、回帰係数b1 ～b6 を推定する方程式は96643h1_+56014b2 +4302lb3 +58707h +7828.Sbs

_88285 立和,
50914h1 
-79040
48021ha
-88917
58707h
-466 52 
78288h,
94663

+631122h2
+411959b。
。えか。

+411959h3
+642388b3

る o
CI76)

十 301186b4 +569274b5
+325829b4 +488636b5

+301136 
ぶる新

+569274h。
。る新。

+325829b3
+488636h3

+464943h4 +351862b5
+351862b4 +698741b5

各変量 が単単独 に説明する 平方和 が この方程式の右端に示してあ る。 例えt4 は平方和 (46652)シ/164948=4681を間明してい、ろ o
t1 に州因するものが全平方和の大部分を占めており、 これを除いた残りは94911-15167-794.44 であることが分る。 したがって
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1式に適当な采数を掛けて他の方程式からけげその効共は除かれ 
る。 例として1式を58 707/9 66.43 - 55573 信して4式から引 

く。このようにすれ 次の方程式が得られる。
平3月器 b2+380003 ba +200507 b++520114b。-50494
53:4i

989993bs +022427ha +801421h +455329hs -71518

8 2.18
200507h2+801421h。+435007h +310034h -25876

・料1 ・*パパパパパ®"パ"* ""* -6 5 eao

この残 りの変が説明 してい る*和は程式の次に示 してあ る

今度は変量も3 が残りの平ブ和の大部分を説明しており、 したが 

つてこれを除いた残り70744-8217-71R26である。 したが 

て、2 ) 式に適当なﾡ数を掛けて他の式から引いて これらの式から 

ba を消去することに上り その 効果 は除かれる。 このょうにすれ 

次の新しい方程式がえ られる。
858111h2 +82585h4 +248072h5 -121a1 X11御

82535h2 +289129h4 +9 0 1 33 b5  9258 296

243072b。+00133b,+310074h5-13812 572

残り の変によって除かれる平方和は極く慣かであ るから手順はこゝで終る。
hz=h4-h5-。 とおけ
Pa -7151 8/6 22437

-00115

h1 -(38285-4302.1*00115)/96643
=08489分散分析は 94a表 のようになり、 推定された 係数 の 標準 載 を

94a 回E］】 こ対す ろ 分 分析
----------------------------------------------------

自由ﾡ
wniiiキ 番*4* - - ■ ■■ ... *= 平方和 分 位の推定仰

1によるもの 1 151.07 151.67

aによるもの 1 8218 S21s

とt。Iによるもの 2 23385
& ； 55 71526 iaoo

•: 計 57 94911

この方 法 で 解 析 を 行 う にはの3 点に注意しなければならない。

第1に 必選がなけれ*独立変量の積和を計ﾡする必選0ないこと 

が分る。この力法によれば次の解析で重選でなくなる独立交のﾡ 

和の 計算 を避ける こと が できる。 したがって 例えts :4 ts 

の積和は上記のm析で ごあり 使用されない し試和の逃次計 

# 法法が採用 されゝ、 この 般 和 は 決して 計 期され なかつ たで あろう。

前の2町 で示したような 回程式に 対す る第1 近似が通 られる 

ときには このは特に役に立つ。 上記のf析によれ この近似 

に必製な修正が推定されるであらう。 これ が 良 好な 近似 を 示して お 

れ、他の変量よび変の組合せは回帰に明らかに関与しないも 

の と 思われ る。

これが最良又はそれに近い関係を表わしてい な い 時 に は 他 の 変交 

武は回船に対して布意な寄与を してい る。

前節の例で *6 を回帰方程式から削除すれば 次の方 

程式がえられる。

0878772h1 -0005840h2.+0100187h8-0165254h4 -0036492h5

-0083300 do1s
-0005840b! ナ9022474he -0038598b3-0007409h4 +0017177hs

.-0000609 00041が計算され る。 0100187h プ9ﾡ3598b2
_0027351 00086

+0.087416b3 +0.024067h4 -0009240b5
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-0105254h15792409P2 +Q024067P8 +0370734h -0174004初

_0283682 02171-0086492b1 ナ0017177h2 -0006240h8 -0174004h4
_016a428 が

-0184079b

1), 2),4), 5 の和から3) 式をと引いたものは0であるとい うことに上り この削除ﾡ味される。
x6 の効果を除けばyの平方和は08824から08ム7

小する。 しかし これでは他の変量を無祝することできな
9に
い が、メ4 は02171という平方和を説明している・ 故にb4 を削除す

れ次の方程式がえ られる。

0300110 b1 -0069148h2 +0.116915h8 -0.114054bs ・0043151 平方和Q0002-0069148b1
0116015h

-0114054b1
+0022826h2 -0033117ha- +0018700b5
-0088117h2 +0085854h3 +0002056h
+a013700b2 +0002056b3 +0102410b5

—(1003940 0.0007
-0008935 0000o
-Q030277 Q00goこれ1) , 2) 4) 式の和から3) 式をひく ことによりﾡ味され ろ o

今度は他の変量で説明される平方和は極めて小さいから (即こ 
みにして00120を説明している) ス4・ズ6 に関する yの 回帰方程式 は 次 の 
になる。y = 0.765メ +0612メ6 -0159

・ 0612x 1 十0.612x 2 -0012x 3 +1.8774 +0612x 5 -0.159比較 : 全変量を用いて推定された回品方程式は
y - 0.675x I +L185x 2 -0366x 3 +1.257x, +0805x -0104この回帰は理的的関係とはかなり迎つている。これは仮定した 基礎的) 関係が不正確である こと を示しているのではな く 予測を 目的と したと きには 上記の方程式にあてはめて使用すれょ ら ； き 予測 値 が えられる こと を示 しているに過ぎない。 しかし 極めて 娱 常な観測値のないことを砲めるため、 あてはめた 回帰 から の 偏 空力 再び調べてみたい。これを行ってみると最大のﾡ差は-Q 1 2 o 町 ち残芝ﾡ準偏差の2 4 2倍である こ とが分った。

これけはこの説い価の奈却の理由 とな る税大きな ものではな い。さらに、 上記の手順を使用した時、 変動の最大の量を説明する変盛を銀返し選んだと してe 変動の大部分 を説 明 する成分の 組合せ が 円られるとは限らない点に注意を最する。一般に は その通り である が:変量間に高い桐関関係があれげそうでない場合もある。 例上 例のta とt5 の種和が充分大であるとte も ts も別々では非常 に大きな平方和を説明していないにもかゝわらず、 t 2 とt5 をこ みにしたものに帰因する平方和t1 ・ t 3 の何者によるものより 大となるであろう。変量のあらゆる組合せに対する回帰を求める以外に、 この形の発 生について保証することはでさい。 しかし、 普通には、 独立変量 の積和を検べてみると、 この ような ことの起り 易い こと が分る。 こ の可能性を防ぐ 必要 が あれば、依 和 を 求めなければ ならない。この様な場合には、 解析の段階で任意の変量の平方和、これと高 い相関関係のある変量を削除することに上 り増大するとにも注意し たければ ならない。したがって どこ で 解析を 止め るか、を決るに 、 高い相開のある変 量の 対を調べてみると」い。上例ではt。 . t4 ・ 
t6 をこみにしたものにﾡ因する平方和は僅かに1 25 8であり、 したがって、この組合せは 朮 要でない。最後に上の解析では有意性に っいては全然説明されなかつたことに注意せよ。 平方和の大きさ即 お変量の 予測 された価だけに関心の払われる場合が多いが 場合に 上つては変量の有意性が大切なこともある。 これ は 平方和 と 残差 と の平均平方とを較することにより、 各段階で検定される。 しかし定位に合まれるものが有意水ﾡに違した変量だけであれげ、 検定 される変量の数によつて有意水単を調整しなけれげならない。 多数 カタ ルが検定 されるな ら ば、 最大の分散比は2 0 回に1 回以上即 ち有意水準 に達するであらうということを考応すべきである。 この ことは有意水的を変えることによって 大体補なわれ る ・
一般に5%又は1.%の有意水ﾡが使用される場合には、変量の一 a-------------.-キ番. ～ ---- ---------------------------------------------------------------------------- T [ 1% Hartley, H.0.J.R.statist Soc.. B.5 Q988 80
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数で有意水準の価を割れば十分である。例えば 上例でも t1 を月 除した時の分散比1065である。 5%水ﾡでその 有意性を 検定 するには5つの変ﾡが検定されるという ことを考応に入れてく必 ※がある。したがってこの位の 有意性を検定 するため、 VI表(1 %水準) が 使 用 され ねば ならない。 その価有ﾡ水単にﾡしている。同械にta の分散比682 は 5/4% - 1.2 5 %の布意水地を用い て検定される。 この水準で有意であるために必なな価 (補間にょっ て求める) 669 であるからt3 有意の分れ目にめる。任意の段階で、 ある変量にﾡ因する平方和が他に破べて有意に大 であるかどうかを決めるには40節の公式を用いねばならない。例 えばx2 と*1 を用いたものが*3 とメ1 を用いたものより有意に 劣るかどうかを決めたいとする。第2段の計ﾡを使用すればx1 の効果を除いた時のﾡ相関係数が えら れる。
• 5649むr (2,y)・ f-------------  597605* 79744

7 1 5 1.8 r(3,y) - 「--- -
N022427*70744

386093 r (大2, Xa)= r-------------・597605*622427

-Q2 5 88
-03210

=06881

最初の2つの係数間の差を検定するため次式を叶計算する。
0821 0-02 5 88-……-------  = ao 8 52 (1-063 3 1).

これは5 7対のﾡ側価にﾡずく相関係数として検定される。
*2 の代りにx3 を使用したことにより得られるものはﾡり意味 がない。 したがって分析に、 これ以 上の認 測値が含まれている様 な 錯覚を起す も のであ る ことが分る。

1 O.
特殊な間題 と そ の解析 Special Probl ems and AnalySis回 帰分 折における仮定の検討Examination of assumptions in regression analysis

・.1mで摘したように、 数値解析は設測値の性会に関する次のﾡな仮定に基ずいて行なわれる。&も一般的な 3 っの仮定は1 . 歳ﾡ値はそれがとられた状態を代表している。
2 ﾡﾡ価は互に独立である。回帰線から のﾡ差は同一の変動性を も って正規分布 している。 これらの仮定の意味をそれそれの節でいべられた。解析を行うには、 この様な仮定或はそれ以外のものが合埋的に正しいこ とを確めたいであろ う。そうでないと誤つた結諭が下されることになるであっう。 そこ で この節では仮定をぬ定する方法を考築してみる。

?1節で指摘したように. 上のオ1期の仮定はﾡ測値をとる前 に 考え ね ば ならない こと で ある。したがってﾡ調測値がその状態を表しているこ とを保証するよ う に例査叶計画が樹てられる。通常このオ 1 の仮設の検定では余 り 多く のこ とはできないが、 従ﾡ変量と独立変量の値の分布が期待 した分布 と一致 してい る かかを検べることのできる場合が多い。 例え、 家族の収入に関 する研究が行なわれる時にはこれらの収入の分布は、 も し既知で あれ ば 彼 等 が 住んで いる 地区 の 分布 と 比較 される。この場合差が たぎいこと、 この 配 測 値 が 代表的な もの でない こと を 示して い るであろ うo一組の靦 測 値 の 分布 が、 期待される分布 と有意に違ってい るか 否かを検定する ために有意性のﾡ定が行なわれる が 一 般にはその 必ﾡはない。 というのは普通は差が推定された回帰にﾡ書よ
(I83)(181)
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る
4

た

これ をその領城内

いか、 正 ﾡ型数を にある。

福率ﾡ産の推定価は1.212であった。認測価の90 %は標型岡差 
の1645信、 ち回ﾡﾡから199のﾡ出内にあることが期待され 
る 町ち説曲価の 90 %はI報H=0.3401+28.61 と H =
03401C+32.:9 o i にあることか期待される。 実際に123点の 

内112点則ち91 % が この 祝 内 にあり、 5点かﾡの上に。点か下

にあった。この価期地待価に近いものであり、 したかって、 実用 

的にはﾡﾡの正規性については始ん ど疑尚い。

データの全解析が不可能な場合であつても、 岡便法による正 
規性の 後 定 は 可 腦 で ある。例え、 企度は :れた回
ﾡﾡか ら上に、 ある拒離以上離れているﾡ測数n1と、 下に同じ距 
離以上離れている問山数n2とを比終すれは検定できる。 この数の 

差 は 自由度 1 のx:と して (ni-n2)シ/(n 1+n2)を 使って役定でさ る。

例え、 3 図のデータ 7 7節で回帰線M = 5193+21703W 
を推定するために使用された。

これはﾡ聞価の組平均を使つて推定されたものである。個々の 
截 引値 が正規分布 してい なくて も、 その平均はそうなるであろう 

からこの推定 価 はﾡ聞価の正規性に関する 仮定 と は 関 係 かない ・※ 
厳密に云え、 多数の般測価の平均値が正規分布するとい 

うことは常に正しいとは限らない。 しかし側々のﾡ聞価の分

布 が 極度に 然 格 でない かぎ り実用的には正 しいo
正規性を検定するために、 例え1 0%以上回帰線から離れて 

いる設測数を考祭し上 う。 ☆

この例ではﾡ準ﾡ差は代謝率に比例 して増すと仮定されて 
いるので百分率ﾡ差が使われている。 これには直繰M=0.90 
(5123+21.703W)以下にあるﾡ測数と直線M= 1.10(51 
3+21.705W)以上の観数を数えれよい。 その位それぞ 

れ31 と28 である。
したがつて こ の分布の歪度は節 で解析 を行った頭 回帰線はH= 0.340 とﾡの鳥

1C+30。0

C 3 1-28)2
3 1+28

0.1 5

(I85)
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この値は有意でない、従ってこの対象性の検定に関する限りに おいて、 正拠性の仮定の正当なことを示している。 同じ様な検定 を行えグラフの央なる領坂でこの結ぬの正しいこ とが:立証され るであろ うo非正規性の間ﾡがﾡにって く る のは回帰分析だけであるこ とに意しなければならない。相関分析では、 たとえ分布の型に 疑問がめっても・ 3正で説明したぬ定を行うか、 係数の計算にょ りこの間題は解決される。これらの検定は正規性の仮定とは無関 係である。特に、 ﾡ測値を題所に並べ、 A位をつけることかでされば、 ・ 位相関係数が計算され、 運関を検定するのに用いられる。ある 皇 の主設的, 選択的側定値を反り扱うときにはこの方法は特に役に 立っであろ うo
0.2 回帰分析に用いられる変換

Use of trans Formation in regross i on analysis前節で指摘したように、 従属変量の変換はあてはめた回 線 から の 偏 差を正規分布 に 従せる ため に用いられ、 さらに変換 用いれ回帰線の各部分の変めは等 し く なる。変 換 を 利用 する オ 2 の 埋 由 は, その関係を単純化し・ 測定値 を 無埋のない尺度にする ためである。例として・ タ ラの作長Lに対する量"の従風W係が脚査さ九 たとする。 量は容書に略比例して増加し、容ﾡは体長のる飛に例して大となる。 したがってこの関係は、 W= aL3 即 ち logw 三A+ 31ogL で近似的に表わされる。 これはLのる次式以上のぁ 項 式 が あてはめられる か、 よ り 曲 便な 方法 と してはWと Lが対数 に ホ 換される こ とを示している。対数変後は最も一般的なものである。観測 値 の 散 ぱり が 従 ふ 変 の平均値に比例して増大する時には特に有効である。 3図はこ 

のよ 5な協合の例であり、 5図は対数変換により・ この難点がど のよ うに除かれるかを示 している。対数変拠により正規性・又は4正規性がﾡされ、 大さな正の個 差は大きな負の側以上に滅少するﾡ向がある。 しかし媒測値 の 比例的変動が相当大さ く ない限 り. 普期 目盛の分布と対故目 盛Q 分布との差は災際に間題となるﾡ大さく はない。例えば3図のデータの変動係数! ﾡ個差を 平均価 で除した ものは約8%である。以測価の対数が正規分布をしてれ、 回 帰線から上1 5.4%と下 1 4.6%の間にその9 5%が入っている ことが期待される。 これは殆んど対象的であり、 正正規性からの差 が生ずるのは数千回の設ﾡの内 2.3回以下であるから統計的に有 意でなさそうである。よく用いられるこれ以外の変税法は、 平方根、 sin-iP
BBinh-1β* である。その使用法の詳細についてはIntroductory Statistics の8 章を参照されたい。どの様な変ﾡを行う時でも、 変換されない元の変量を千測する ためには、推定された関係に合まれるﾡりを除くためIntroductory Statistics に脱明 してある 型の 修正を適用 しなけ ればならない。これは変換変量の平均価は変択されない元の変量 の平均値と正確には一致していないからである。例えば、対数変談では、推定されたﾡ係に残差分ﾡ(回帰にょ る平方和だけを除いたもの )の 1. 1 5 ( 自然対数の) を加える 
必要がある。例えば、 1og(代謝率)と10g(体重)との回帰の推定式はm =0.5154W+2.3117で残差の平均平方は0.0012 である。 この関 係は任意の体重に対応す る 1og (代謝求) の平均価を推定するの に用いられる。 しかし、 任意の体に対応する平均代謝率が必ﾡ とされゝ、 方程式に1.15* 0.0012=0.0014を加え る 必要 があ る。ロ= 0.5154w+2.3 131ﾡちM=2.058W0.5154
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この場合には個りに対する補正は価かであるが(約03% ) 比例的変めが大きく なるにつれて個りは無視出来なく なる。変島 係数が5 0%の時は個りの補正は8.5%となるが,れば27 1%となる。
1 0. 3 ブ ロ ビッ ト 変操Probit transformation変量間の関係を単純化したり・ 変の尚定尺度を改めるた めに、回 帰分析に 変想 が 使用 される こ とがある。例えば・ 直ﾡ尺 度で測つた指数は5 0から 1 0 0の変化を 1 0 0から20 0の変 化と比教できるというﾡ覚を起しやすい。 どちらの変化も 1 0 ロ %増加している。 このことはある時点で指数5 0の変化を生みだ す条件は、 別の時点で10りの変化を生せしめるということを意 味している。この難点を克服するには数の対数を使うと便利で ある。こ の様にすれば尺度の各部分における比例的変化は数 価 的 に 比 較できる であろ う。割合や比率を解析する必要のある場合にも 同 じ様な困難性 が 起 る。この場合には50%～5 1%の変化が、 例えば9 9%～1 0 o % の変化 と 比較できる こと は 稀である。 &初の%の如何をわ* 百分率の変化を比牧するには変換を用いる必ﾡがある。 プロ ビッ ト変換が一般に用い られている。ブロビッ ト 変換 は 正規分布をする耐毒 値 tolerance value の株 念 に 基ずいて いる。次の例は、 この概念を明確にするのに役立っ であろう。動物にいろいろな量のﾡ薬を与え、 別に死亡した動 物の百分率を記載する実験が行なわれたとする。F全ての動物が正確に同じ状ﾡであれ、或る 量以下 では全部 生 き残り. それを越えれ全部死亡する。実際にはめ物が耐え得る はいろいろであり、ある 動物 はあ る 竝 で 死亡 し. 他の幼物は別 ので死亡する。

したかって、 各 助 物 が 寿 等 に 耐 え、 生き残ることのでさる最大 

量を示す耐楽力の分布を考緊することかでさる。このﾡな分布の

御けは与えられた量で生残るか、或は 死亡する 動 物 の 百分率 を与 

える。 35図はこのﾡな場合の例である。

US 今。 6.5 ム0 の
百分に相当するプロビッ ト

オ55図 プロビット変換の例

改楽量(あらゆる独立変が使われて も )の目ﾡを適当に変え ることで、 耐楽力の分布が常に正規となる様に則ち3 5に示し てある形のﾡに並べる こ とができ る。プロビット変換を適用すれ、 分布の横ﾡに対するこ"分布の 内 端部の百分率 が 変って くる。この様な場合横軸は平均が5、 標 準ﾡ差が 1 の正規分布に対応する様に選ばれるのが普通であるが これ は 便宜的なことである。真の結果は百分率のブロ ビッ ト と投 ※量(又は変換した投楽量) とが相互に直接的に対応しており、 線型回 海 分析 によつて関係 づ けられるであろ う。
10.3a表はプロビット変換を適用した例である。 こは体重 で組分けした 1947年における Aberdeen の新生児の死亡率を 示 しており・ 考えられている体1の範闘では・ 体重と死亡本のブロ ビットは一次関係であるこ とを示して いる。一般にﾡ分事の取扱いを簡単にし、 死亡率と生れた時の体重と の関係の場合のよう 曲線的関係を直線化するのにプロ ビッ ト変 换は役 に 立つであろう。しかしこのようにすれば、 分散の一様性

(188) (189)



の問典 は 戀視される。 したがつてプロビットを使うときにけはスァ 町で説明 した型の重み付き解析を行なわならない。さ らに面倒なこ とには解析のﾡ程で重みを推定 しななけれなら ない。 しかし全体の手ﾡは算を双す僚に形式化されている。ブ = ビ ン ト変ﾡの応用に関する評 しい説明については、 税者は 
D.J.Finney の Probit Analysis(Canbridge, 1 94 7)や C.W.Emaen のPrinciples of Biological Assay(London ・1948) を参照さ たい。

10.3表 新生児の死亡と生れた時の体

1 0. 4 基礎頃係の脱明 SPecification Of under1ying relation 
shi ps

生れた時の体重 1b 新生児の死亡率 死 亡 のブロビット
2 - 50死 5.06
5 - 28% 4.42
4 一 1 5 % 3.96
5 - 4% 3.25
6-7 1.2% 2.74

苫使関係に関する間題については前の数町で脱明を行った
2.。ﾡではﾡ本母数tを使つてこの間題を扱う方法と, その解の難かし に含まれ 方法を示

さ の いくつ か を 示した。 4・10と5.4では2つの測 定位 
る原因不明の変動の親合が既知の場合の関係を推定する

方法を示 し、 76節ではせ数tに関して 
した。

組わけを行った時の推定

てれをためる 1 つの方法は認測値のいろいろな組合せが表ォれる。相対的ﾡ度を与える多変量分布話数に関する ものである。 この様 なa政を推定することがでされ. 必要と思われる全ての情報が それによって求められるが、 一変量以上の分布a数の応用および 推定はいづれも不可能な場合が多い。
我もよく知られ ている多変量分布因数は二変量正規分布でめる。
_2P(x二1(y一2)

｝」
exp〔-。てァァビビラ+パーー

変量X,y はいづれ も正規分布してお り、 ある変量の任意の値に対して・ 他の変量によって与えられる値は正規分布をする。 u1,

これらの節は 真の型は統計的 しろ数学的関係
いづれも、 2. なものである を推定する こ

6節で指摘した にもかゝわらず とにの重点を
よ う ・ この関係o ・ 統計 的関係 よゥt おいた。 したが一場合によっては 統計 的関係を定め ることが聖 *しいこともあ今度はその方法を考察してみよ うo

"a 2つの変量の総平均であり"1,c2は標準ﾡ差、 Pは相関係数 である。円
ラビ (yラダ322-2P(*ニグ1(ッー"・) = 二定tこの二変量分布の等ﾡ庭のﾡを表わしている。 これら の桁 円 は 

共通 の長軸 と短軸をもち、或る条件においては 前者 は 変最間の基 

礎関係 を 表わす線と考え られる。二変量正規分布はいろいろな方法で生ずるものと考え られる。 主としてyを決定するものとして*を考えれ、 分布は次の関係 に起因している。メ=t,y=at+b+e又逆にxを生ずるものと してyを考えれ*=at+b+e ,y=t
これは2. 6廊の公式の極端な場合であり、 こ の関係を表わす回 

帰像を生ずる。又X と y は二組の因子 によ り決定されるものと考えることもで きる。この因チの-つは真の基礎関係に従っており、 もう-っの 
因子は真の関係から離反する原因に従っている。したがってこの を表わず方法は

(1 90) (19 1)



X = cos0.t1+Sin0.t2
y = sino.t1-cOS9.t2

である。
母数t1,t2の変動バ分布をぬ定する。この場合v"ar(t.)は、

var(t 2) よ り大きいと仮定されている。
この場合にはt1 の変動はﾡ斜が tangで ある直ﾡ基機関係を説 

明するものと考え らする。 tの変動はこ の山I初か・ら［角方同向の個 

差を作る。
こ の例で一次的基従関係は二変量正ﾡ分布の主軸と 同じであ 

る。 こn4.1 0. 5. 9 節 の公式 で R = ; とおくことにより推定 

される。
しか しそ の傾斜 は 二変量の 尺度 に よって変る即ち問者が同一単 

位でない限り、 そ の関係 を表わしているとい う脱明には 疑間が あ 

るであろ うo
推定を目的する時には、 両変量の尺度が標ﾡ個差を 1にするょ 

5に選れておれ、 この難点は 克服 される。この表示方によれ 

ば次の方程式が得られる。
x=51( t1+tz) イZ

y = 5a(t1-tz)/区
ただし、 e.var(t1)=+rxy ,e.var(t2)=1-rxy,S1,S2 は標地ﾡ業 

である。
多 く の協合 これ は よ り よき表示方であり又統計的拠係のﾡ約 と 

なる。 しかし、 使用される形は主としてその時の状態によつて交 

る。いづれも統計的関係を要約する方法を与える。 したがって相 

互の 測定尺度 の関係 を考察 しなければ ならない。この間ﾡに関す 
るこれ以上の説明は次節および 1 2.3節でおこなな う こ とにする。

0. 5 基使 関係を推定する さ らに詳しい方法
Further methods of estimating underlying relation.
ships

・7mで説明した分M. 共分散成分にWする方法は姫勝ピ" " 
ﾡ定する間題にさらに詳しい、方法を与えることに注目する。 .

、と か
■閉 値 を研ぺた い と考え てい る特性 に 関して祖分け する J 

できh、 分放・ 共 分做 の 必要 成分を計算する ことに上り他2 
量の効果はW去されるであゝう。 例えば家族内および案族間 2 さ 
• 成分を推定する ことに より、ﾡ定価間の益本的遺伝パ係がた 

できる。 岡様に8.7mの最初の例ではﾡ物間叫の分散・ 共分談区グ 
○推定位は抽出変めを除いたと さの前物間の基ﾡ試係を生ずう°

この後者の関係は数学的と云う よりはむしろ統計的なものてあ 

り・ 推定された特性
e.var(B)=351 ,o.cov(B,C)=-9.42,e .var(C)=3383 ・Bc=一0.364 を 

もっている。これは二延量正規分布で表わされるが、 さらに前ﾡ 

の母数 tを含んだ形式でもつと具谷よ く炎わされる。

円測定位同一位であるから. 才1 の母数を合んだ形式が使 
われる。 これを求めるにはe.var(C)-e.var(B) _3383-351- _1.6093

2e.cov(B,O) - - 2*9.42

tan。 = -1.6095- 1+(1.6093)2 = -3504
sin。 = 0.9616, cos。 = 0.2744, sin20 = 0.52 78
o.var(t1)一〔5s8 3+35 1 +器3」-3 652

・.varctz)=2「sse +3s ・ -.33082

したがって各ﾡ物の測定価B,Cの固有の価は次の統計的関係で 

表わされる。
B = -0.2744t1+0.9616t2
C = 0.9616t1+0.2744t2
たゞし、 e.var(t1) = 3652 e.var(t2) = 0.82このことは、 この 関係 が傾き -3.504 の直線で表わされる 全な一次関係をこわ してい る 線の 周 り に 0.82の分散がある 示している。

が、
こ と

完

を

<192) (193)



ﾡ物の抽出分散を除いたときの、 このものの理想的状態の推定 値を表わしているこのﾡ係は基本的なものである。 しかしこれ はただ一つの基礎関係でないことが分る。 変動の遺伝的成分間 の関係は別のﾡ礎以係を与える。この場合には、 解析を行なっ ている と きに同じ雑aからえられたﾡ物を一ﾡめにしなけれ ならない。一般に基健関係を推定するのに分散、共分敵の成分が用いら れる時にはﾡべたい と考えている型と その他のものとの差 (例 えば遺伝的差・ ﾡ物間の)が炎われるように組分けを行5こ とが大切である。 した がつて 例えば上記の解析 は、 界境の感都 が:ﾡ物間の差に表われているので. 遺伝的関係を推定するに 不充分である。同じ理由から種族が同じ械に処理されていない 限 り種族内および極族Mの解析を行 う こ とはできない。
その結果環境 に よ る差 は その比校 に 入って く るはずはなかろ 

う 〇

8. 7節のオ2の例では除きたいと考えている生埋的変動を年 令の差 は 反映 しそ う もないから上記の条件はかなり充されてい ると思われる。 したがって、 組分けして計算した分散成分Yと 回帰から算した分放成分Tが、 この場合に当てはめた関係を 推定する のに用い られる。この場合 に は. この関係を表わすオ1の母数形式はm = 0.4 12t1+0.91 1 tz
w= 0.911t1-0.412t2ただし・ e.var(t1)=0001646 e.var(tz)=-0.0000002である。こ の小 さな負の分散は8 7節で指摘した袖出変動のため生じた も のである。同様に・ この関係を表わすオ2の母数形式はm = 0.0 1340(t1+t2 )w = 0.528(t1+t2)たゞし、 e.var = 20004 e.var(t2) = -00004

(1 94)

用的にはいづれの場合で も .’ 『に関するロのﾡさの推定価2日の回婦から求めた価0.5 1 5
た値 Q6" と 比紋 される。 予期 しや この仙きwに関するmの

こ の関係は令にﾡで杏さ は0.528である。 これはwに関 と mに関するwの回帰からsめ たようにロ ○型定誤差が大: い
回帰に一層ﾡい。

推定価の比に関丁る間題
Problems invalving ratiss of est:matesより広般な間題では、 2つの推定量"比を考察するとと 必要 となつて くる。 その具型的な間題を次に示す。与えられた従風変量の値に対応する会亡変量の価が推定され る。この場合、 このﾡは

b
で与えられる。

特にy軸上の切牛の推定値』ちブ= ビッ ト解析で平均-て
5 0%の致死料を与える独立変量の徹を求めたいこ とがみる。二次曲ﾡの最大値と&小価を推定する。この場合推定された虫ﾡは y = a+b1x+b2x2 であ り, その 最大値・ 最小価は .

* = -b1/2b2の点で生ずるものと して推定される。
2直線の交点を推定+る。直線の方程式 が、 y 一y=a2+b2xであれ、交点は

al-azX=ー コ-7b1-ウ 2
なる点 で生 ずる。あてはめた2つの回帰線の相対的な傾さを推定する。 y=
at+bix, y=az+b2xであれば、傾き の 比は

R ss b 1/b 2

(19日)



であるo
※

特に、 傾きの比 (shopo ratios a65ays) を4べる場合にはこの 

2種の楽品の相対力価は. それぞれの反応曲ﾡのﾡさの比から捕 

定される。
※ その埋由は普通ai=a2であることは正しい解析の時、 函数 

y = a!+bix!+b2*2 はデーメ の全て の組に あてはまる。たゞし 

*1,*2 は 2 極 の 楽 品 の服用 及 を 表わす。

この様な場合はいづれも. 通常の解析によつて求めようとする 
比、 R=*ての推定価が得られ、 同時に分子・ xと分母、 Yの分 

散. 共分散の推定値 が 华られ る。これはRのﾡ的試のおおよそ 

の価の推定又はRの正ﾡ信ﾡ隈を定めるために用いられるで 

あろ う。

Rの禄準誤差の近似値は次式で与えられる。

。 var(x) var(Y) 2cou(X,Y)
" -x 十 72 -- -

しかし、 Yの大になるにつれてその不正確さが大きけれ、 こ 

れは極めて正確なものとは云えない。 又・ Rは正規分布していな 

いので、 その使用はさらに制約をうける。

もつと正確な方法は2=X-Yとおいて. Rの信頼限界を推 

定することである。 たゞし
e.var(Z) = e.var(X)-26e.cou(x.Y)+(He.var(Y)

しかしながら 2/e .var(Z)は分比の分布に従うから、 この量 

を例えば分散比の5%有意水ﾡに等しくすることにより. Rの 
9 5 %信頼限界を与える二次方程式が得られる。

この方法の 例 と して. 小児の平均代謝率が 1000 カ ロ り 一でお 

る体重を推定して上 う。
log (体重)に対する1og (代謝率)の 回帰方程式 を
m=a+bwとすれば、 次の推定値が得られる。
a=2.3131※ b=0.5154

(※ 1 0.2節の修正値を使つた)

e.Var(a)=0.00041283,e.Ccu(a.b)=-0.00028337,e.Var(b)=0000

aoo 0 19 631 自由度321

したがつてm ( = log 1000 ) に相当する"の推定値は

5.00 0 0 二2.3 1 3 1
0.5154

862
C.51 5 4 1.3328

(.19o)

この値の標典課ﾡの近似1は

-,,。0.00041283 D.0019851 2*99り28537
1・2ピ (028る5)4十 て05154)2-(0.8869)(0.5154) - H 0.00485 1

であり・ 95%何ﾡ限界外は大体1.3328士1.96*0.004831

=13233と13423 である。

この限界を推定するのに正ﾡな方法を使えは

2=0.6869 -0.5 154,
e.var(Z) = 0.0004 1283-2の(0.00028357)+®00ロ 1963 1

R2の95 %限界は

e.Var(Z) 3.84

この後の公式 は 平方根 が 1.3229,1.34 19 と なる二次方程式を 

ヶえる。
この値 は 正確な 9 5 %信頼限界を与え、 体面 21.00と21.97KE 

に相当する。 平均代謝率が 1000 カロ リ ーとなる体重に対するこ 
の岡界は、 代謝本が1000 カロ ・ーである個々の人の平均体Tに 

対する限界22.49と23.35Kg とは違うものであることに庄意しな

ればならない。 この区別は2本の回帰線間の区別と同じである。

1 時系列の解析 Time Sories AnalySiS
11 主要な問題 The main problem

一定 の 時間 順序 で 測定 された一 組 の 観測 値 は、相関および

・ 帰分 析の特な問ﾡを提示する。一般に時系列と呼はれている 

このょうな系列は通常、 互に独立でなく、 その結果一般の統計解

(1 97)



析で行なわれている独立性の仮定を満足 して いない幌測値からな っている。極めて普通のことであるが、 時系列は連統した設測値 の従風性と頬似性によつて特該づけられていろ。 したがって各親 測値はある程度前の歳蘭価と関係があって、 ﾡ合によってはこれ か.ら次の波御価が決定されることもある。 例として Wolfer。 六陽 黒 点 gc 示した( 1770～186う年にわたる )太陽県点の舌動が 
1 1.1 a表に示してある。 この長を0べてみると太陽県点のﾡし い活動があれ、 それに引税いて激 しいA点の活助があるか政 は その逆のつきり したﾡ向がわかる。この結果この表に示してあ るﾡ側値は独立ではない。
※ Yu_e.G.U.,PhiloB.Trans.A.226.297 よ り引用

11.,a表 Walfer の太陽県点数( 1770- :86? )

(1OP)

1770 101 1787 1 3 2 1804 4 8 1821 7
1771 8 2 1788 1 3 1 1805 4 2 1822 4
1772 6 6 1789 11 6 1806 28 18 2 3 2
1773 35 1790 9 0 1807 1 0 1824 8
1774 (5 1 1 79 1 6 7 1808 8 18 2 5 1 7
1775 I 7 1792 6 0 18 0 9 2 1826 る。1776 20 1 7 93 4 7 18 10 0 1827 5 0
1777 ?2 1794 4 1 1811 1 1828 6 2
1778 1 5 4 1795 2 1 18 12 5 1829 6 7
1779 124 1796 1 6 18 13 1 2 1830 7 1
1780 8 5 17 9 7 6 18 14 1 4 1831 4 8
1781 6 8 1798 4 18 15 5 5 18 3 2 2 8
1782 3 8 1799 7 1816 4 6 1833 8
1783 2 5 1800 1 4 1817 4 1 18 3 4 1 3
1 78 4 1 0 1801 3 4 18 18 3 0 18 5 5 5 7
1785 2 4 |1802 4 5 1819 2 4 18 3 6 12 2
1786 . 8 3 I 1803 ； 4 3 1820 : 1 6 1837 1 3 8

1838 1 0 3 1846 6 2 1854 2 1 1862 5 9

1839 8 6 1847 9 8 1855 7 1853 4 4

1840 6 3 1848 1 2 4 1856 4 1864 4 7

1841 5 7. 1849 96 1857 2 3 1865 3 0

184 2 2 4 1850 6 6 1558 55 1866 1 6

184 5 11 1851 6 4 1859 9 4 1867 7

18 4 4 1 5 1852 5 4 1860 9 6 1868 5 7

1845
..............

4 0 1853 3 9 1861 7 7 1869 7 4

これらのﾡ測を例えば日間附で配ﾡすればもつと役始な例が られる。このよ う な場合にはある 日の活動は前日の活動から殆 んど完全に決定されるであろう。当然これらのもの独立な設測 値とみなすことはできず、 殆んど騎 果 の単なる㈱ 返に過ぎない。 この綠返しを無視 して普通の検定法を適用すれ連関の有意性に 関して誤まつた概念が得られるであろ う。ある期間の連続した改測値に相関の傾向があれば、この系列に は系列相関がある とい う。したがって一般には、解析や検定を行う時には、 この系列相関 を考慮する必要があ る。
系列相関係数 Serial correlation coefficients任意の 系列 の系列 相関 の 程度を 測 り かつ有意性を検定する ため、 系列相関係数を叶計算することがでさる。 したがって、 連統 した項に相関があるかないかを検定 したい と きには 1 糸列相関 係数を計算する。これ は 2 組 の 観 測 値 を 結びつける こと で行なわ 

nれる。即ち1番目の値から原系列のは後から2番目の価士で、 2 番目から感後の価までを系列とする。例え11.1a表のデータでは、 1系列相関係数0817を推 定するため、 770 ～ 1868年の認測値から成る系列が 1771 〜 
1869年の系列 と 結び付けられた。

(I99)



同様に必要ならば2 目、 ろ 番目 .... の項の相ﾡを推定する

ため、 2 次. 3次....不列相係改がかﾡ定される。これは、連ﾡ 

した項が従ﾡ的関係に うる型度を示すのに役立つ。

系列相関係数の有意性は、 近似的に場ざなないか音通の相関係数 

に対する有意性を喚定する次(附は i 0炎 )を用いて商単に検べ 
られる。 系列相関係数の計ﾡに用いられた 2Aの価は笑際には一 

組の値にﾡ過さないということを考えれ、 別の表を用いる必要が 
ある。 しかし、 係数の推定価に リ/*・ 設口価の対数に2を加え 

て普通の相関係数に対する衣を用いれば同じ拓果が得られる。こ 

れば概略の修正に過ざなないか、 実用的には充分正確である。

例え1 1.1 a表のデークについて計算した相関係数rzをぬ 
定するに0817+0.010=0.827 なる価の有意性を検定しなけ 

ばな らなrい。
この価は? ?対のﾡ測ﾡに逃ずいているからX表は1 0 1対o 

ものを使用する。 1%有意水4は0.256であり・ したがって銀 

御された係数は極めて有意である。

既御価の系列の偏系列相係数を計算するこ ともでさる。例え 
ば中間項の効栄を除いた2 つ離れた項の個相関係数を叶計算するこ 

とができる。 各項が将来起ると考えられることについての適切な 
情報を全て含んでいるか、 或は. 過去に得られた知識が将来の事 

態に関するさらに詳しい情殺を前もつて与えるか否かをこれは示 
すであろ う。

民虫数に関する毎年の母災団推定値や宇宙ﾡの断度の毎日の推 
定 値 の よ う な 型 の 観測 値 では 各 式 測 値 は 眼 後 に 用いられる 蛻 側 価 

だけと関係がある。 このことが分っておれば、 以前のデータでは、 

将来起る と考え られる さ らに詳 しい 情報 は 得られない。この場合 

に は 似測価 は一重 Markoff 過程の型を してい る と云われる。

又、任意 の一 式 測 値 が 将来 の 実 現 しそ う な幌側価に凶する情報 

を 含んで いない しこ の 時 に は J•個 以上 の 規 測 1直 を 用いねば なら な 

このようなな過合には2 ・ 3項以上前の項か必要であるか否かに 

よって、 2J、 5mIのMarksff過程をしているといわれる。 こ 

のようなことは価が選期1生ななしている時とか、 製値とその 
変化の割合か将来の改 *値 を示すのに役立つ場合には特によ く 

あることである。
したがってﾡ相関係数、 ある糸列の設測価か願している 

uarkoff 型のォーダーを推定するのに用いられる。 系列は独立 
の成樋価か 立していいので、 これは近似的な指欄に過ぎ 

なrい。

しかし突用的にこの方法で得られた指標で充分である。
例として 1 1. 1 aに示してある 1 0 0個の出測値の系列が、 

夫々1-98、 2-99、 3-100の項からなる98ﾡの3 

糸 列 に 分 期 され ゝ、 この系列間の相関係数を計算する と次の 

ようになる。
r12=0.8218, r23=0.8156, 719=0.4360

この最初の2つ 1 次 系列 相関 係故の 推定値 を表わし、 オ3

のものは 2 系列相関係数の推定価である。
中間認間価がﾡ知の場合2 項 離れて いる 傀 測 値間の相ﾡを検 

定するためﾡ相関が叶計される。これは

「1・ aゴシマキニァ - '

概略のﾡ定に過ざないが、 観聞価 1 0 0に対する 1%有意水 

率の価0.257と比較すれば、 この値は有意であり、 したがって 

税 側価 は一重の Markoff 過程では表わせないこ とをはつき り と 

示している。 しかし計算された個 相関係 改が-0.200と0.200 の 

間 に あれば 成 測 値 を 表わす ため一 i の Markoff 過程を使ってよ

同様な方法で中間ﾡ測値が既知の場合3 つ離れた説測値間の 相関がr14.29=0.021 と計算された。 この値は有意ではない。 し た がつ て1 1. 1 a表のデータを表わすのに二重 Markoff 過程が
(20I) (20I)



使用できる。 さらにこの可能性は、 高次の個相り係歌135.234 
r!6.2345を叶計算することに上 り検定される。

1. 5 時系列間の相関 Correlation botweon tine series 相関係数は正規の方法で時系列間について計算される。時系列に系列相関があれ・ 普常の有意性の検定ではもはや当ては ま らない。狭い時間間隔で設位をとつた場台のﾡ米を考えれこのこ と ははつき りする。例え年の代 り に日 又は時間間M で総を とれば何度も 同 し ﾡ測値が表われるであろ う。問隔を変えて も相関係数は不ﾡであるがﾡ測改明らかに間山 を縮めることにより際限なしに増加する。 したがって、 普通の有 意性の検定が用いられ 充分狭い時間間隔を選よことにょ ら どの上 うc値では有意にするこ とが:できるであろう。この障害 を除く には相関係数の計算に入って く る有効な独立編 ﾡ値の数をﾡ定する必要がある。これを行うには次に説明ナるBartlett の公式を使えばよい。(※ Bartlett,u.S. J .R . statist. Soc. 19 5 5.98)
N項からなる 2 っの系列の系列相関係数がr1,r2,rs...., お」 び デ 1,デ 2,73..  であれば系列間の相関を検定するのに使われる効 な 独立 観測値故 は 略 N/(1+2r171+2r2r2+.... パである。☆ 注 Bartlettの 公式 は 系列 間 の 相関 の検定 に 用いられる 自由度 町ちN-2 と関係がある。 近似公式の次数に脚しては自由産即ち 鋭 測 数 に 補 正をほ どこ すか 否か は 問題 でない。この公式は各系列の観測数が大きい場合の系列相関に対する近 似的補正をあたえる。どちらかの系列の系列相関係数 が 小さいか又は。 であれ製 ・ 数を修正する必要はないことに庄意すべさである。 その埋由はど ちらかの系列が無作為又は無作為に近ければその系列の各限測値
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相関係数の値につい て全く新 しい情報な 与えてい るからで あるoこ の公式の使用法を 示すため 1 1.3a表 のデ ー タ と一諸に 11.：
1 1. 1a炎の データを 考緊して みょう。こ の後の表 はオーロ ラ o
油記 、 u(S .Tromholt,Kristiania の行つ たノール ウ エ の浅 ぬ 値のﾡ寛からと ったもの )と地ﾡ 治動Eの指数を示し ている。
( uilne の行った 山［、 山型の強 ﾡの記録か らとつた もの)

1 1.3a# 2 オー= うの活動 N と 地震 活 めEの指数
* N E I 当 E
1770 1 5 5 66 1791 0 9 2
1771 1 ・ 3 ・2 1792 1 2 7 5
1772 6 6 179s 0 4 6
1773 1 0 1 9 7 1794 5 7 9 s
1774 0 6 5 1795 1 4 7 8
1775 0 0 1796 11 11 0
1776 1 2 1 2 1 1797 2 8 7 9
1777 86 0 1798 1 9 8 5
1778 1 0 2 1 1 3 1799 5 0 1 1 5
1779 2 0 2 フ 1800 11 5 9
1780 9 8 1 0 7 1801 26 8 6
1781 1 1 6 5 0 1802 0 1 9 9
1782 8 7 1 2 2 1803 2 9 5 3
1783 1 5 1 1 2 7 1804 4 7 8 1 ・
1784 1 6 8 1 5 2 ・ 1805 5 6 8 1
1785 1 7 5 2 1 6 1806 5 5 1 5 6
1786 238 1 7 1 1807 1 7 2 7
1787 : 46 7 0 1808 0 8 1
1788 0 1 4 1 1809 3 1 0 7
1789 0 6 9 1810 6 1 5 2
1790 0 1 6 0 1811 1 8 9 9



1812 1 5 1 7 7 18 16 6 4 2 2

1813 0 4 8 1817 1 2 6 4 5

1814 5 7 0 1818 5 8 1 0 2

1815 9 1 5 8 ___ 1819 33 111

N E E

1820 7 1 ? 0 1845 2 0 86

1821 2 4 8 6 1846 5 1 ・ 2 7

1822 20 1 1 9 1847 7 2 2 0 1

18 2 5 2 2 8 2 1848 1 1 5 7 6

1824 1 5 7 9 18 4 9 1 4 6 :6 4

18 2 5 5 5 111 1850 1 0 1 5 1

1826 8 4 60 1851 6 1 1 5 8

1827 11 9 11 8 1852 8 7 1 6 5

18 28 8 6 206 1853 5 5 98

1829 7 1 1 2 2 185 4 6 9 70

1830 11 5 1 5 4 1855 4 6 1 5 5

1831 9 1 1 5 1 1856 4 7 9 7

1832 4 5 8 4 1857 5 5 8 2

1833 6 7 1 0 0 1858 7 4 9 0

1834 6 0 9 9 1859 1 0 4 1 2 2

1835 4 9 9 9 1860 7 7 7 0

1836 1 0 0 6 9 1861 1 0 6 9 6

1837 1 5 0 6 7 1862 11 5 111

1838 1, 8 2 6 18 6 5 1 0 5 4 2

1839 1 8 7 1 0 6 1864 6 8 9 7

1840 76 1 0 8 18 6 5 6 7 ? 1

1841 7 5 1 5 5 1866 8 2 6 4

184 2 1 0 0 4 0 18 6 7 8 9 8 1

1843 6 8 7 5 1868 1 0 2 1 6 2

1844 93 9 9 18 6 9 11 0 1 5 7

この三系列の得性を調べ、 前加て説明した方法で約する。 こ 

れは1 1.3 6炎に示してある。

11.3。表 系 列 相関係改とﾡ糸列相叫係数

太陽燃点の活勤s +ーロラの活動N 地ﾡ活動
「 尸 0.8 i 7 0.7 i 5 -0.015

系列相関係故|r2 0.4 5 6 0.i27 -0.025
f n

0.0 7 1 0.2 9 8 0.0 0 6

r1 s.2 -0.71 1 -0.1 6 4 -0.025
ﾡ系列相関係数1

T 14.23 0.0 2 1 0.081 -0.005

この衣の価を調べてみる と太陽県点の活動は二I Markoif 過 程 

で表わされるがォーロ ラの活動は一 uarkoff 選型で表わされ る 

ことか分る。
これ に 反して、地武活動に関する連統した説測価は事突上独立で 

であることを表わして おり、 これらが無作為系列としてとられた 

ものであるこ とを示している。

三 系 列 間 の 相関 は

rsi=0.430, rsB=-0.063, rN =0.060

地露活動は明らかに無作為であるから、 後の2つ相関係数が普 

通の相関係数のぬ定法( X炎)を用いて検定される。

いづれ も 有意でなかった。
この世初の相関を検定するには両系列の系列相関を即ち系列の 

8中に高い価 と低い価 とが生ず る とい う rに考慮する必要がある ・ 

これを行うには独立観測値に等しい観測数を时算すればよい。即た

ら ・
1+2 r1r1+2rzr2+....=1+2(0.817)(0.7 15)+2(0.436)(こ14 

=(0.427 )+2(0.071)(0.298)+

= 2.5 8+...........

多故の系列 相関 係数 を 計算 しなければ、 ある正確さをもってこ 

のを評価することは不可能である。 しかしこの系列の3～4ﾡ
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測価が一つの独立の観測価に相当する・ したがってこの系列の
1 0 0数御価が:無作為糸列の2 5と3 3設ﾡ値の間に相当すると いっことができる。 した がつ て X 表 に よれば・ この成関値は5% 水4では有意であるが1 %水4では有意でcいこ とがわかる。この方法で検定すれ系列問の 相関 の有意性の指ﾡがえられる が、 系列に系列相関係数かめれば、 データをﾡ全に判用すること は普通出来い。編系列相関係数を使えはより効米のある方法か 得られる。

1 1.4 個相関係数を用いる時系列間の相隣の検定
Testing the correlation botweon time ser1e5 using 
partial correlation coefficients
無作為系列 相国の ある 系列,例えば前 節 の太陽 黒点と地 

震 系列間の相関を檢 定 したい とする。このために普通の相関係部 

が用いられるが、偏相関係数の便用も考えられる。 1太陽県点の活めは 2 つの部分を含んでいる と考た られる。即ち 以前の太陽県点の活動に関する知識から子岡されたﾡ分と無a の部分とである。 しかし 他者 が 地震活動 と 相関 して おれ ば、実際 にはそうでないが、 これは 地震 活動 と 相関 して おれば、 発 際 に は そ 5 でないが、 これ地震活動 と 系列 相関 のある こ とを示してい る。 したがって 二 系列 間 の 相関 を 検定 すると き に 便 用 しなければ ならないのは太陽県点の活めの無作為部分である。実際、 ﾡ相 関係数が計算されゝ、 この様にすることにより以前の太陽黒点 の 活動 に 関する 効果 が 除かれる。この系数は二系列の同時点の無 作為部分に相関があるか否を検定する。しか し二系列の同時的でない無作為部分の相関の有無を示すこ と はで きない。これを検定するには、 時差偶相関係数が計算されならない。例え太陽黒点の活動の無作為変助が、一年後o 
地震 活動 に 影 期 しておれ、 これは同 じ 年 の 活動 間 の 偏 相関 係 敘 を用いたのでは検出できない。このためには予めあらゆる年の太 

陽ﾡ点の活動の効米を除いて、地ﾡき活動と前年の太明黒点の活動 とを結びつける必ﾡがあろ う ・この手法を示すため、 上記の系列間のﾡ相関の計算を考緊して みょう。これらク系列原系列の1-98. 2-99、 3-100 なる項からなる三つの即系列に分向さ九、 これを夫々※字1、 2 
3で表わナ。 したかって Sェ は1771～1868年の太陽黒点の 活動を表わし、 r(S9ビ3) は 1772 〜 188°年の黒点活動と地ﾡ活 ゐの相関を 炎お し、 r(53Ey/82 xは前年○黒点活動を考底 したと き ○地置活めと燃点活めのﾡ相関係数を表わす。この記号を用いてのょ う に相関係数・ 個相関係数か計算され る ・
r(5sFs) = -0.046
r(SsEyS 2) = 0.087

r(BsEy/S251) = 0.134これはいづれも黒点活動と地震活動との相関を示すが、 2番目 のものでは前年の黒点活動の効果が除かれており、 最後のもので は前2年の黒点活動の効米が除かれている。これ らの 値 の有意性を機 定 すると き に は、 普通の個相関係数の ぬ定が用いられる。 例えこの最後の係数は9 8 -2= ? 6 観型 値に茹ずく もの として 檢定 される。 *表を用いればこれらの価は いづれも有意でないことが分る。明らかに黒点活動と地灰活動と の間には直接の相関はない。 しかしこの最後の係数が布意であ九
地露活めと 黒点 活動 の予 利できない 同時 的変化 と は 相関 があ る 

と結論で さる。相関に時迷 ( ずれ ) があ るかどう か、検べるには時差ﾡ相関係数 
を計算しななけれならない。 したがって 例えば r(SsE2/S2S1)は地 謎活動が黒点活動の予想出来ない変化の前に起るか否かを検定 し・ 
r(B2EyS1)は 黒点活動の変化が地ﾡ活動の前に起るか否かを検定 
するものである。系列相関のある二系列を相関させる場合に も同様な方法が用い
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られる。この場合にば何相出係数はどちらか一方の不列又は双方 の系列の既往の効果を除くために用いられる。 系列の既往のﾡ 巣が除かれ ゝ二系列の予想でさcい変めに相関かあるか否かか 相関係数によつて検定できる。例えば4点動とォーロラ活動の 系列では. 相関係数および偏相関係数は
r(S3i9)=0.40? r(SsN.N2)=0.178
r(S9N9/82) = 0.303 r(SyNy/S2N2) = 0.272r(S3NyB251) = 0.328 r(53NyS25!N2) = 0.296既往の活動の効果が除かれ ・相関の大き さは小さくなる のが番 通であるが、 適当な既往の効央が除かれる と 0.296 rる価が得ら れる。 この位は普通の個相関係数のﾡ定を用いてぬ定されるが、 どちらの系列にも系列相関があるため、 この検定は近似的なも。 に過ぎない。
X表から、 ?8-3=95設側数の1%有意水的は0264で ある。 ある年における原因不明の黒点変動とォーロ ラ活動との相 関は有意であ る。上に述べた上 う に・ このこ と はある系列 が 池の系 列 に 時弟の効 果をおよしていることを否定していい。 したがって r(5sN。) 

=0.417であるからオー= ラ活めは次の年の黒点活動とﾡ関のお ることが分る。 したがって、 この 相関 が 糸 列 の 系列 相関 によ る も の・ 例えばある年の黒点活のが順次その年のォーロラ活動と、連 関のある前年の黒点活動と連関しているという歩実のためである か否かを決定する必要がある。このためには r(S9N2/62S1N1) =0.118 を 計算する 必要 があ る これ は 有意でない から. ある年のオー ロ ラ活動の原因不明の変動 と翌年の黒点活動とには相関がないこ とを示している。逆 に r(S2Ns/S1N2) =0.077 は別の面についても時整相関がな い、例えばある年の黒点活動の変めは翌年のォーロ ラ活動の変動 と連関 していない こと を示して いる。それ故に黒点活動とオーロ ラ活動との連関を検定して、 次のょ

うな結論に述逆した。・ い づれの 糸 列 に も 系列相関 があ る. 即ち、 どの項も、 一部分 は以前の項に出する知識から子ﾡするこ とがでさるであろ う。 ス黒点活動は二 Markaffﾡuで炎わすことがでさ、 オーロラ 話動は一 I Marksff 8セで表わされる即ち夫々2つおょぴ 1 っ 前の項は実現 しそ 2 c価に関する情報の大出分を含んでいる。
2 ある王の八点活動とオーロラ活動との千ﾡできない同時的活 もは 互に 相関 があ る が こ の相関はその期間の前又は後に拡張さ れない。 ﾡち予脚できない変めの 断に は 時造 相 開 は 存在 しない

時系列間の回分析
Rogrossi on analysis between time series通常時系列 間 の相関のぬ定は解析のオ 1 段港 に 過 きない。 連関が存在すれば、回端分析で連Mの形を推定する必要がある。 これは4〜。流で述べた方法で行なわれるが、 系列に系列相関が あ九ばこの流の方法では、 緑良かつ最も正確な推定方法はえられ ず・ この方法によって得られる標準誤差は不正確なものである。したがつて回帰分析では系列相関の存在がﾡ定を無効にし、 特 殊の解析をする必ﾡがあるか否かを考察しなければならない。何 的 で 指摘 した よ うにどちらかの系列に系列相関がなけれ普 通の相関係数の検定が有効である。回帰 分析 について も 同じ こと が云える。 ﾡち従属変量か独立変量のいづれかに系列相関がなけ れば普通の回ﾡ分析法が使用できる。 したがつて例えば1 1.3埼 の地震系列は普通の回ﾡ分析法で独立変量としても、 従M変量と しても使用できる。これだけが普通の回ﾡ分析が有効となる条件ではない。別の条 件は回ﾡからのﾡ差は糸列 と して独立でなけれな らない とい うことである。 もしそうであれば、 普通の解析が有効となる。 こ の結果、 系列相関のある変量間の回帰分析が有効かどうか映定す るには回制からの偏差が独立であるか或は系列相関があるかを検
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定す る必があ るoあてはめた回ﾡ線からの芝の独立な検定するためにﾡ列相 関係数が使用されるっ しかしこの係数の有意性を祝定する場合に は、 この回帰関係の当はめを考慮する必ﾡがめる。残念ながら、こ れは商単にはできない。 Durbin,at60ni行意性の検定は、あて はめられた船殺の独立変量つ位に上って変り・ したがつて実際 に改型価の組毎に有ほ性のﾡ定を しなければ ならない こ とを示 した。この際者を除く、ため Durbin,Watson はあ らゆる条件におけ る有意水率の段界を計した。したがってこの上以を越える値は明らかに 有意であり、 下限以 下の価は明 らかに有意でない。こ の限界内にある値の有意性にっ い て は若干疑間がある。1 1. 5 a 表 は 普通 の 相関 係数の検定( X表 )を用いて系列相い 係数を検定する時の総側数の変化による Durbin,Watson の位を変 わ してい る。この表を使用するには2 つの値が必ﾡである。即ち回に含 れ る独立変量の数と 有意性を検定する水的である。1 1. 5 a表 回帰からのﾡ差の系列相関の検定に用いら れる記浜」価の近似的修正
独立変量
の 数

有 意P=0.05 水 4P=0.。 2
1 1～ 2 0 1～16
2 - 5〜 3 5 -5～5 0
3 -10～ 60 - 1 0～5 0
4 -15～100 - 1 5～75この表の修正値は多数の例測値が得られる場合にのみ使用すべ きものである。 (.あてはめられる各独立変量に対して最小1 0個 の般測数例える独立変量が当てはめられれば最小ろ 0個の越 a 数が必要である。 )境界上にあるときとかもつと正ﾡな検定を行 注c Durbin.J.,and Watson,GS.Biometrika.38(1951)159.

うときには Durbin,Wat5on の論文を参照する必要がある。例と して 2 つの独立交変量をあてはめた 5 0個のﾡ測値の偏差の 系列相関をﾡ定したいとする。 ・ 1.5 a表によれば5%有意水ﾡ 50-5=4 5 と5 0 +3 5=8 5総測数に対する相関係数の
5%有意水ﾡの間(即ち0.295と0.215との間)にある。 この前 者の値を越える係改は5水ﾡで有意であり、 後者の値以下の ものは明らかに有意でない。 この間にある価はP〜0.05 と云えるが、 全な時間のかゝ る解析を しなければ5 9% 有意水ﾡにﾡしているか否か云えない。
しかし通常、隔 難 の 独立性 の 仮定 が 正しい かど 5 か 定めれば 充分 である。 それ故、一般的にこの長路の検定で充分である。残整にネ列相関があれ、 これを認めた解析を行なわねばなら ない。このデータについては現在著者の知るところでは最適の形 
は分らないが二つの解決法が暗示されている。従属変数自身の前の価に対する従属変数の系列の回帰からの 力差を时 算 する。独立変状とその前の値に対する回帰分析にこ の個整を使用す る。2 独立変数に対する従属数の回帰と独立変数の前の値と独立 変数に対する従尉変数の回帰と を計算する。この方法はいづれも必然的に最良の近似的解析法であり、 その 依択 は 研究者 の要求 にま っぺ き で ある。前者の方法は従属変数の 無作変動を予初するのに用いられる (独立変数 の範囲 を推定する。 後者の方法は独立変故 と 以前のﾡﾡ価か ら従風変数を予側す る最 良の方程式を推定する。時系列の回燃分析を示すため黒点活動Sに対するォーロ ラ活動

N の回帰を叶計算する。直接叶計算した時には回帰係数の推定値は0.5938 である。 しか し回帰N - 0.5938Sからのﾡの系列相関は T1 = 0.667, 
r2=0.345である。 11.5a表を用いれは5%有意水準で前者は 
1 0 0- 1 1 9 改 測 値に 基ずく ものと してﾡ定し".後者は? 9一
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1 1 8認聞価にずくものとして検定しなけれならないことが 分る。 したがって 5 %有意水4は 0.197 と .i79の間にある。こ の二っの一次の 系列相は明らかに行意である。 しかし係数 を推 定 するため普通の方法で擦ﾡﾡ差を決定することはできず、 有効な 推定位を う るにはさ らに解析を行ななわcらfい。上記の才1の方法を用いれは、 AA 飛 リは 一 川 Markoff 過程で 表わされることが1 1.3b炎は示している。一次の系列相関係良 は0.715であるから仙型ni = iii-0.715.-1 は 糸 タリ 的に 独立 で あ り、 したがって 回 帰分 析に使用でさる。 同 械に Si =51-14 15i-1 
+071S i一*八点系列の何ﾡを衣わしており. 系 列的に独立であ る。したがって 系列 Ss ,S2 ・S1に 対 ナ る糸列n3について回帰分析が行 なわれる。この様にすれば回帰方型式の推定式は

n9=0.685 Ss -0834S 2+0.33 6S 1+8.9
=0.685 (S9-1.22S 2+0.4 9S 1) +3.?この方程式の形は、 n9が53叩 ち黒点系列の無作為変動と 関係 o 深いことを示している。 これは1 1.5b炎に示してある分散分析 の形で検定される。

11.5b衣 nsの分散分析

オーロ ラ活動の無作為変動は ( 現在およ び過去の値を用いた )

自由関 平方和 分散の推定値

S に 導入される変動5 5
に対す る 回帰

1 10467 10467

Sの以前の変動に対す 
ろ回ﾡ____________________

2 1018 509

S に対する回帰S12 
S9 3 11485 3828

ns の残差分散 9 4 115501 1207

ns の全分 97 124986

(212)

帰点百動の指保とイ , か あり、 こ の) ］関 殆ん、 :てが黒 点活動の同時的無かをめに船いることかおかる。 このニっの 
然作な要* 関 の同 納N(RI

ns = 0.6 8 6 S, +,4
ﾡちは

3=ロ.71 5iz+0.486 5s 7S2+0.48 7s 1+54
を使って 子 される。上記 の才2 の方法 〜川い . n回州分 「:お 。この 総合にはN2,53,5z,5!に対する Nyの従hI係Rが計資でき、 の関 係が推定される。

N9=0.6 67Na+071 05s -083 7S2+0.54851 +1 as残差平方和は 115055である。通常この型の回帰線の妥当性は残を考慮に入れてい味 しなけ ればならない。 しかし、 この場合には残を号応する がない・ オ1の方法で得られた回ﾡと よ く 一致している。円方法を一ﾡに考えれば二つの無作ﾡ場茶に凶する方α式は二 系 列 聞 の連Mの形を充分に 要約している こと が分る。 したかって 方 昭 式 n9=0.6 86Ss +3.4 は この系列間の連関を合理的にう約 して し»つoしかし・ 場合によつては直推系列問の関係を推定するのが本質 であると論せられることもある。 したがつて以前のﾡ加価か未知 であれば他の変量の同時点の価だけを用いてある変量を丁 した い・合かある oこの目的で直ﾡ叶計算した回ﾡ係数が用いられるが、 その分散は 次の因子で修正する必要がある。
F= 1+2 r1r!+2 r2r+.........
T1T2・・・・およびァr2・・・・ニ系列の系列相関である。この因子 +ネ列相関のある二系列間の相関係数をけ味する時に、 自由座を 修正するために用いたもの と同 じである。例えSに関するNの回ﾡ係数は0.594であり、 普通の方法で
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計算したその標単誤逆は、 士 0.126 であつた。 しかし 1 1.3町の 結果からFは5と4の間に在るから. ﾡ的ﾡは 3 と 4の問に ある因子で修正される。 このようにすれば士0.218とま0252o 間にある修正されたﾡﾡ試ﾡがえられ2。 これはおゝ その无 囲であるが、 係数の推定価に含まれる出ﾡの大ささを示すのに役 立 つ。あてはめた回帰線からの個が系列的に独立であるよ う に独立 変量と従属変量とが同時的かっ同 じ上 う に 変决できれ ば、係数 よ びその誤差の最良の推定価が得られる。この よ う なrことが 何 時 でも出来ると は限らず. 残差のぬけを行 式行第訳法が用いられ るが、 これはせいぜい概略の近似的方法として号えられているに 過ぎない。 しかし回 帰係 改およ びその誤並を推定するには別の根 拠がある。例えばあてはめた回帰教R=N-0.5245 の残差の系列的従国u 係を推定する ため回樹 が 計算されたな ら Ri+2=08R i+-0.2Rな 3 こ とが分る。したがつて変換 した系列 N3-081z+02N!と 53-086z+025が次の回 帰の計算に用いられる。この場合の回帰係数の推定位は0.504 ± 
0.175であ り、残差の系列 相関 は r1 = -0.006, r2 = -0.033, 
ra =0.202,r4 =-0.082である。これらの値は推定値を合理的 なものとするには低すぎる値である。 しかし、 残差Ri間の推定さ れた関係に含まれそうな誤差の点から云え、 この係数につけら れたﾡﾡ誤差の推定価は真の標準誤差に対する下限である と考 ねばならない。
1.6 既知の形の傾向の除去

Elimination of trend of known typo時系列は、 ﾡ測位の平均水的が順序良く変化しているたぬ に起る一 般 的 傾向の影習 を うる 助合 が 多い。例えば, 12a図に 示してある United Kingdonの 電気生産量の ﾡ測値は大略の一般的
(2I4) 

領向を示している。 この知向には分小さい変動があるかも知れ ないが、この触向が設聞値にﾡの生ずる主な原因となっている。
116a表の Toront。 における年平均気ﾡの認司値は、 平均気ﾡ がﾡ加してゆく、 設設であるがはつさ り したﾡ向を示している。
116a表 On tar io州T。 ront。 における・ 年平 均 気 •T と年降水量R

(215)

T R T R

185 1 43.9 50.7 f878 4 5.9 3 2.4

52 42.9 40.9 7 7 4 6.1 25.6
55 4る.7 2 8.9 7 8 470 4 8.5

54 44.1 5 2.7 7 9 4 5.8 29.4
55 4 5.4 4 1.5 8 0 45.3 35.5
52 4 1.5 2 8.1 8 1 4 6.2 2 6.9
5 7 4 2.0 4 0.6 82 4 5.6 2 4.8
58 4 4.7 32.6 8 3 4 2.2 3 4.1
5 9 4 4.2 353.8 8 4 4 4.1 2 8.6
60 4 5.7 2 8.0 85 4 1.7 3 2.9
61 4 4.2 5 4.5 8 6 4 5.9 3 5.1
6 2 4 4.2 3 4.1 8 7 4 4.4 2 5.8
6 3 4 4.7 3 2.8 8 8 4 5.0 2 6.3
6 4 4 5.0 36.9 8 9 4 5.8 3 1.2
65 4 5.5 3 2.9 9 0 4 5.4 378
66 4 4.0 39.4 9 1 4 6.0 3 1.5
6 7 4 4.4 5 0.1 9 2 4 4.7 29.5
68 4 5.4 34.3 9 5 4 5.8 3 9. 7
6 9 4 る.7 39.6 9 4 4 6. 9 29.6
70 4 6. 1 4 6.2 9 5 4 4.4 2 8.0
7 1 4 4.3 5 2.7 9 6 4 5.4 2 . 1
72 4 5.5 2 5.5 9 7 4 6.0 3 2.5
73 4 2.2 5 1.6 98 4Z2 3 0.9
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1874 4 5.8 2 4.4 18 9 9 4 5.8 2?.0

7 5 4 0.5 29.7 19 0 0 47 1 29.4.

平 均 4 5.7 5 5.9 4 5.0. 5 1.4

T R T R

1901 4 5.7 5 2.3 19 2 6 4 5.9 5 Z 9

0 2 45.7 5 1.0 2 7 4 6.5 5 0.7

0 3 4 5.9 5 0.6 2 8 4 6.5 5 5.4

0 4 4 2.4 5 5.7 2 9 4 5.8 570

0 5 4 4.8 5 1.2 50 473 2 5.8

0 6 4 6.3 5 1.0 5 1 42.7 2 Z 5

0 7 4 4.2 31.7 3 2 4 8.0 5 Z 0

n 3 4 6.5 22.5 5 5 4 8.1 2 5.8

0 ? 4 5.8 5 2.9 3 4 4 6.2 2 4.8

1 0 4 5.7 5 5.6 55 4 6.6 2 6.7

11 4 6.7 29.2 3 6 4 6.9 2 8.0

1 2 4 5.5 5 2.5 5 7 4 Z 9 52.9

1 ろ 4 Z 2 2 8.8 5 8 4 3.5 2 5.6

1 4 4 5.5 272 5 9 4 6.7 277

1 5 4 6.2 5 4.7 4 0 4 5. 4 5 5.4

1 6 4 5.7 5 2.0 4 1 4 8.4 2 5.8

1 7 4 2.5 5 4.4 4 2 4 Z 2 5 8.1

1 8 4 5.0 5 4.4 4 5 4 5.5 5 2.6

1 9 475 2.8 4 4 4 Z 4 5 0.7

2 0 4 5. 1 29.9 4 5 4 6.5 4 0.6

2 1 4 9.1 273 4 6 4 8.1 29.4

2 2 473 2 9.1 4 7 473 5 5.4

2 3 4 5.4 5 5.5 4 8 4 Z 8 2 8.4

2 4 4 4.3 5 5.9 4 9 4み.7 2 4.8

2 5 4 5.8 5 0.5 5 0 4 6.7 5 5.7

平 均 4 5.6 5 1.5 47 1 30.9

時系列に領向があれげば・ ー般に解析に着手する前又ての途上 

でこれを除去しなければならない。 これをしないと相関のある飛 

列は同じうなﾡ向なもつことになるため. 誤まつた連関が決め 

られてしまう。例えU.Sのァ～ ミ ニューム生愛量と英国教会の 

会A&は通去5 0年を じて一般に増加 している。この二系列の 

民ﾡ価についてﾡ関係数な叶計算すれば、 疑もなく権めて有意とな 

るが, これは二系列に同じょ う なrH向のあるこ とを示すにﾡさな 

い。この円系列のﾡ向を除さ、 ﾡ向の期りの変動に相関があるか 

否かを関べるこ とによつて初めて意味のある相関をﾡめるこ とが 

でさ るのであ る。

この点でﾡ向と糸列相関との区別に注目するこ とが大切である。 

ﾡ向と系列相関はいづれも連統したﾡﾡ価の知似性によつて現わ 

れるものであるが、 傾向は平均水準の一般的変化を表わし、 解析 

の默その影事を除去する必要があるが、系列相闷は連就 した平均 

水ﾡの周りのﾡ向を炎わし、 そのﾡ番を解析の際修正するか、 考 

修 に入れること が 望ま しい。

どのようなﾡ測価にもﾡ向と系列相関とがある。例えば長年月 

にわたる太陽黒点とオーロ ラのﾡ側数は系列相関と同様に問測の 

集約慶の変化のため価向がある。 このょうな場合の主要な問題の 

一つ は傾向と糸 列相関 とを区別 するこ とである。 起る と考た られ 

るﾡ向の形が分っておれ、 前節の方法を用いて解析の行なわれ 

ることが多い。例で、 この方法を示そう。

11.6 a 表の 二組の観測 値 を 相関 させ、年隣水量 Rに対する平 

均気ﾡTの回帰を推定したいとする。平均気温の 値 を 岡べて みる 

様に 増加 して おり (気象学者や地質学者の帆点から 

の)この様な比 較的 短 期 間 については この系列のﾡ向は直線で表 

わせると仮定してさしつかえないことが分る。 同様にRの傾向は 

4 線で表わせる。したがつてオるの一次変&Lが傾向の形を解析 

する際入ってくるものと考えられる。 これらの変数は任意の一 

集合の位であり、 優宜上-99,-97,-95, ......:.99即ち一次直交
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多項式の価 をとるo気型と降水量の系列の性格を聞べるため. TおよびRの位と一 次ﾡ向線の刈りのﾡ差系列相関係数を計算する。 実ﾡには後者の 系列相関はLを除いた時の個相関係数から計算される。この位が 1 1. 6 b表に示してある。
11.6b表 TとRの系列相関係数

T R Lを除いたT___ R
r1 0.519 -0.071 0.119 -0.136
72 0.4 5 7 0.10? 0.0 5 0 0.0 6 5
Ts 0.4 3 8 0.131 ..009 0.0 8 7
Lを除いた係数は1 1. 5 a表の近似的修正価を用いて検定しな 

ければならない。この場合この修正により、 5%水ﾡで、 X表で 

使用すべき 観測数は 1 0 0 と 1 1 ?の間にある。この結果Lを除 

いた5%有意水準は0.180と0.1ワ7の間にある。係数はいづれる 

こ の下限の価に達 して いない 即ち 系列 に は 明らかに 系列 相;由 はな 

く、 したがって、 附加変数Lを用いて普通の相関分析又は回帰分 

析が行なわれる。この場合相関係数は夫々 rrB=-0.251,rTnL=-0.133 
である。 これはﾡ向を除く前には気ﾡと降水量の相関は有意でま 

るが、 除いてし う と有意でなくなることを示している。 降水量 

に関する気温の回帰係数即ちﾡ向を除 く 前は -0.。 9 7+0.。 38、除 

いて しま う と -0.039士0.030 を用いても同 じ結論に達するであろ 

う。

傾向 線 から の偏 差に 系列 相関 が あれば、前節で説明した形のT 

R,Lに関する解析を行う必要がある。 Lの効果を除いてから有意 

性の検定を行なわねばならない。

傾向の形がﾡ側値の組平均で説明される場合がある。この様 

こ とは特に解析を行 う 前に、周期 変動 又は 季節変動 が 除去され ね

ならない時におこる。例えば、 1 2 6図に示してある 1 0時間 

の 労当 りの月 平均 後高 (1933-1937)が116。に示

1 1.6 C麦 1 0時間の労当りの護高の対数
してあるo

1935 1934 1335 1956 1937 平 均

・ 月 0.79 O.58 0.36 0.28 0.6 7 0.5 3 6
2 月 0.6 ? 0.40 0.2 3 0.1 8 0.53 0.4 0 6
5月 0.5 2 0.5 6 0.20 -0.15 0.08 0.190

； 4 月 0.4 6 0.0 4 o.. 0 -0.2 2 0.2 6 0.1 0 8
u.4 ・ 0...ヨ 0.32 0.6 0 0.4 8 8

6月 0.8 0 0.5 6 0.4 9 2 0.7 3 0.5 8 0
7月 0.8 0 0.62 0.5 3 U.40 0.8 5 0.6 4 0
8月 0.8 4 o.e 7 u.e 0 0.5 4 0.8 8 0.7 0 6

・ 9 月 0.92 J.75 0.43 0.6 5 0.94 0.778
10月 0.9 7 0.72 0.6 8 0.8 1 0.9 5 0.8 2 s
i 月 0.9 6 0.76 O.e 6 O.8 6 0.98 0.8 4 4
i 2 月 0.8 5 0.6 0 0.4 8 0.79 0.98 0.740
平 均 0.773 0.5 3 4 0.441 0.598 0.704 0.5 7 0
この数値を解析する と さ、 偽相関が入らなない よ う に季変動と 

年による傾向を除きたい。これを行う には8. 2 節に示 した分散共分散分析法を用いれは よ いが、これはこの方法で系列的相関のない残ﾡがえられるだろう かというﾡ間と関係がある。 そうでなければ標脳地誤さらに有意 性の検定の妥当性が疑われる。 この方法において年および月別計 の差を除くことに上 り相関のなない残差が得られるかどうかを検べ る に は、残 蓬 を 計算 する 必要 があ る。これを求めるには各値から 月および年平均を引さ、 それに総平均を加える。 例え、 1 1.6 ○表で1933年 1 月の残差は0.79-0.536-0.77る+0.570=0.051 であり 1933年2 月の残差は0.69-0.406-0.77る+0.570=0.081 である。この様にして求めた残差の価は 1 1. 6 表に示してある。 残ﾡの間には明らかに系列相関のあることがわかる。 その一次系
(218) (2I9)



列相出係数は 0.4 8 0 であるo
こ の形の残差か ら推定 した糸列相関係数の行意台 を換定するに 

は、組平均が除かれて いる とい う こと を 数わ ねば ならない。

充分な成 t仙 が得られれば、 これを行うに相関のﾡ定に用い 

られた認脚数から除去された比殺の自由性をﾡし引けよい。こ 

の例では自由度1 1および4が夫々月および年の比改をわして 

いる。 したがって一次系列相関係数は 59+2-11 -4=46対の起云 

値に基ずく相関係数として検定されるべきである。 これは1光%有 
意水準で有意である。

1 1.6 d表 対数でﾡわしたﾡ極高の残迷

この場台のよ う iに -V • こ 1 リ相 のあろることか ぶ されゝ、 残

差この系列的独1立 ンg べ る ため、 さらに分析又は旧婦分析を

ィテ it ねば 』らず、

相関を用いこ
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1933 1934 1935 1936 1937
1月 +0.051 +0.。 8 0 -0.0 4 7 -0.0 8 4 0.0 0 0
2月 +0.08 1 +0.。 3 0 -0.0 4 7 -0.0 5 4 -0.0 1 0
3月 +0.127 +0.146 +0.13? -0.168 -0.244
4月 +0.149 -0.032 + 0.0 2 1 -0.156 + 0.0 1 8
5月 -0.01 1 -0.0 4 2 + 0.0 7 1 + 0.0 0 4 -0.0 2 2
6月 +0.。 1 7 +0.016 +0.039 -0. 0 8 8 + 0.0 1 6
7月 -0.043 +0.016 + 0.0 1 9 -0.0 6 8 + 0.0 7 6
8月 -0.069 0.0 0 0 + 0.0 2 3 +0.006 +0. 0 4 0
9月 -0.061 + 0.0 0 8 -0.019 + 0.0 4 4 +0.028
10月 -0. 0 5 9 -0.0 7 0 -0.017 +0.1 5 6 -0.010
1 1 月 -0.087 -0.048 -0.0 5 5 +0.188 + 0.0 0 2
12月 -0.093 -0.1 0 4 -0.131 + 0.2 2 2 +0.1 0 6

を推定する必坐がみる とい う題9か、さ らに 
して組間の推を除くことによつて、 これが 

前期で説明した型の解析が使用でさる。 し 
系列に強いﾡ向かあれ、 このょうなデータの組分けは非現実的 

でありかっ不充分なものであろ う。

ﾡ在のところ、e 向 を 除去 する 方法 の 間 題 に 対する一 般 的 旅答 

ェ 分つ ていない。この目的で移 さ 式かよく用いられる が、

と れは明らかに結的に地響を及 しめい多 く の場合移動平均比 

z 用いた方が良いが、 その効果について は余 り知 られてい ない。

般に、 細向を除去才る際の主要な問題ﾡ向と系列相とを

る

に 

あ
国 

も
の 

合

例

区別することである。 者とも短い系列では同じ様チな示してい 
ろ。 しかもなこの問ﾡに対する解答はえられなない。解さの得ら 

るょうな時期が来るまで次の上 うなやり方 が提案 されている。

各平均価の計に 4 個 以上 の 観測 値 が 用い られ ゝばこ の近似法 
はよく合う。ﾡ測値が少なけれ Andereon と Anderson"s よ o
Durbin と Watson の もつと正確な検定を用 う べきである。

注※ Anderson,R.L.,and Anderson,T.W.Ann.Math.Stat.21(1950) 
注 * brbin,J .and Watson ,G.S. Bismetrika3s 8(1951)159.

多項式のあてはめによ り系列か 系列内の何番前の項を使用すべ ではA向を除いた残ﾡを用い る。 正する必ﾡの有無を決める ため、 
る。修正の 必要 が あれば、 修正し や りなお す丁 o

ら傾向を除 く ため解析な行 う。
きかを推定するため、回帰分析 

この項がみつかれば、 それを修 

あてはめた傾向 を再び別べてみ 

た傾向を用いてﾡ析を始めから

この方法は傾向の形の逐次近似価を求めるのに役立つか、 その こ 用 に 当 つて, 有意な傾向又は系列相関を決めるには主と して他 人的判断によらねばならない。 次の例はこの方法をはつさりさせ 注 Spencer-Smith,J. L.J .R. statist. Soc .,B9(1947)104
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るであろうo
1 1. 7 a袋はU.Sにだける肥料旧費額C と食京収入I とを示す これ 1 4図にプロ ッ ト してあり、 2組の認価間には明らかに

連 内 の 乙 るこ とぞ示し て る o
U・S における肥料消費山 ( 1000トン) ﾡ系祖収入の指& と

王 A典額
収 ヘ」 Hp西 収 へ 年I 収ヘ I

1 21 1 56 1 0 3 2.2 J 1924 6826 472 1 936 693 1 48.7

1912 5 76 7 ろ 4. 7 1 925 753 4 49.3 1937 8226 4 8.8

1913 633 7 1926 7329 4 8. 9 1 258 7548 4 6.1

1914 7100 3 4.7 192/ 6844 51.0 1939 7707 474

1915 5324 2 6.3 1923 7986 52.8 1940 8249 49.2

1916 5125 2 2.0 192? 80 12 5 4.4 1941 91 83 5 8.5

191 7 5926 2 9.5 1 930 822 2 47.5 1 942 9949 6 9. 2

19 1 8 6467 3 3.0 1931 6354 3. 1 1943 11463 872

1919 6626 4 1.8 1932 4385 3 2.1 1244 120 55 90.9

1 920 7177 3 5.8 1933 4908 3 5.6 1 945 13 202 9 5.9

1 92 1 4863 3 3. 7 19ろ1 558ろ 39.5 1946 1 4874 103.9

1 92 2 5671 4 0.2 1 93 5 6276 4 2.3 1947 1503? 100.0

1 923 6445 4 3.8

1912～ 1947年までの収入に対する肥科消費額の関係な試 る時には価向は直交多項式を用いてあてはめられるであろう。a 差間の相関を推定するには、 8. 2 で脱明 した形の共分散分析。 用いられる。 これは 1 1.7 b表で行っている。この 解析 を 网 べて みる と、 系列相ﾡがないと仮定すれはこの 向を表わすのに5次の多項式が必及であることが分る。IにN る ○の回帰係数の推 定価 は 10899 0/8 61.72= 1245であら. この回ル は残 差の有意な平方和13,787,288 を説明している。

11.7b CとIの分散、 共分間
—

旦座 Cの平方iね Cと Iの共分政 i の平方*れ
一 内 1 126.753029 1086464.9 3.512.84

二 次 1 59,597872 565.41 4.8 2.2 4 0.4 8

三 次 1 27.294.38 1 215.54 8.6 1.7 0 2.2 3

a 次 1 3.551774 3 6.1 5 a 1 s89.89

五次 1 s.4 8 5.5 7 1 51513.0 7 7 0.2 0

H 向 5 2 2 U. 4 8 2.6 2 7 1755.59 1.4 1 4.4 15.44

残 差 30 2 4,。 82.861 1 08995.0 1.7 2

計 55 2 4 4.5 6 5,4 8 8 186 4,390.4 1 5.2 7 Z 1 6

今やIの効を除いたCの残ﾡな型べることかでざる。 この一 次系列相関係数は0.229である。 しかし。っの常数かあてはめら れているから(傾向に対するもの5 と Iの 1 ) これ を 検定する 渝 単な方法はない。その大きさは系列相関の存在および解析に用 うべさ既往の値を 示している。このことは 1 4図を別べてみても分る。 即ち1. 6節 でのべたように消費額と収入には時ﾡ相関のあるこ とが暗示され る。したがつて前年の収入と肥料消費額の効果がいべられた。
1911～ 1946年の肥料消費指数と収入を表わす新しい変量 

c_i,L_1が解析に導入された。 1 1.7 C表はこれらの変量の分、 共分散分析を示す。
11.7C 時:収入 I_1 と時差消費額C_1 の分散分析----

自座産 I-1の平方和 I-1 とCvi和ロ 1-1 と C -iの0和6 I-1 と Iのa(和ロ

二次 1 7,501.20 9 7 5,。 9 0. 0 837,4038 8,35799

コ 次 1 1,744.48 322,4327 2 6 9, 6 8 1.3 1.9 76.99ル 1 1,665.5 5 2 1 3,2 1 3. 7 20933る.1 1,6 8 3. 7 9,—- V
西 次 1 928.06 5 5, 7 7 3.1 7 3,9 8 0. 5 6 0 1.5 3

五 次 1 204.54 2 6, 7 0 0. 7 11,4 1 0. 9 3 9 6.9 1

ﾡ 向 5 1 2,。 4 3.8 3 1,593,2 1 7.2 1,4 0 1.8 1 5.6 13,01721
残 差 50 9 1 0.8 1 1 0 2,7 4 4.1 1 14,469.8 529.38

5 5 1 2.9 5 4.6 4 1,6 9 5,9 6 1.3 1.5 1 6,2 8 5.4 1 3,5 4 6.5 9
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自由座 C- の平方和ロ C-! とCoH和ロ C-1とIのN和
一次 1 93485,674 108855833 ?3 3,。 58.9

二 次 1 41690333. 4,8463 15 5 0 5.6 2 4. 7

三次 1 26509870 26,797405 2 1 1625.5

四 次 1 5897383 4A45,975 47.951.6

五次 1 636,606 148,410 22,145.1

A 向 5 1 68,01,864 191435338 15 2 0.4 0 3.8

残 差 5 0 2 4642,382 1 1571453 37,515.6

計 5 5 192662248 203006991 15577194

I,I-1,C-1 の残差er,eri,ec-1 に対する Cの残並6の回ﾡ分析 に上 り 次の関係が推定される。
e. = 96.4ep1+0.1448c-1これは○の平方和14,155,295を脱明しており・ Iだけにﾡ 因するものより有意に大きい。 した がつて前年度の値 は 消費曲 の 予想に有意な寄与を している。新しい残差が計算されﾡべられる。一次系列相関係数は00^5 となり、 これはこの価が殆んど無作為に近いことを示している。したがってあてはめたﾡ向の正しいことが立証でされば、 上ﾡ の関係の推定値が使用さ る。したがつて次の段降は5 次の多項式を使用の要があるか否かを 考察してみることである。 この間ﾡは共分散 分析 を用いて正り 振 かわれる。
I , I-2,J1 の効果を除いてから各傾向の平方和を計算せねた らない。特別な項、 ﾡち二次の項に対応する平方和の算を除い て、 これは普通の方法で叶計ﾡされ、 高次の多項式即ち三次・ 田 氏 五次 の 多項式 に 対応する 項 は 全て残差 に一括 されて いる。このょ 

5にすれ1 1.7d表に示す分散分析表がえられる。

1.7d I,I-1 ・C-1 の効を除いたﾡ向の有意性 なぬ定する 分散分析
------------ 自由座 平____方 和 分ﾡ の準定価
一 み 1 4 5 2. 5 9 5

二 次 1 1,^4 1,5^8

三 次 1 85.187

a 次 1 ヘ7 1748

五 次 114 7.A2^

細 向 5 3,998744

残 差 2 7 7.92 7.5^4 293614

4 32 11926.310

この解析では二次の項だけが有意であった。 (五次の項も又有 意であるが) この結果二次曲ﾡだけでﾡ向を表わす可能性を考え てみる必ﾡがある。 このため三次、 四次、 五次の項を残差に合め て しまうと次の新しい関係が推定される。
e。 = 81.3e1+8.28r_1+024 1 _1今度はこの関係からの残差を考察する。 その系列相叫はr1= 

O.040,rz=-0.028 ・ r9=一0.131 である。 これは充分に小さい か、 ら残の独立性の仮定は妥当である。 したがつて完全な関係
C = 81.3I+8.2I_ 1+0.2 6 1 C.i + 5.2 1 t2-1 2 2.1 7t+2 1.33を定めることでこの解析は完成する。 たゞしtを含む多項式は傾 向を表わす。 1911年に対してt=1 )こ の 解析 は 暫定的な もの であり、使用されている方法は不完全 なものであることを強張しなけれならない。例え1 1.7C※ の解析ではC-1が除かれているから分赦比のぬ定はもはや正確で はない。しかしこの場合にはI と I-1だけを除いても同ﾡな結果が得ら れるからこれは結論に大さなﾡ容をおよすとは思われない。同にC_I が除かれているから残差の系列相関の簡単な検定は得ら
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れなcい。この結果上記の関係は傾向と系列相関のなを うけていないことは 

明白であるが、 適当な有意性の検定方法が知られていないので試験的に取 り 

扱 5べきである。

/ &
Com

時系列解析におけ る 計算 と検定

P u tci,ng.,P,.d, 出..t. n:氏 e'ci
本章 の 別 の 節 で 時系列間のい係が推 だで さ る 方 も

の方法を
ら な い.,

明さと
計算

て
行うにあたっては、 色 今までのところ、 これ い、なcかつ 二., 今度はこ 大部分は平方和、ﾡ和

々量と サ算 し、

Pの量の の方法を の計算で 考楽

占 め

して

に 工 り か・ なcい., 系 列 が、I 系列の'' * 系列に分離されゝ、 除令味を行う 推目こと

検定

に "つよゆ し、
ができ

を示した. こ しなけれな い、ては何も説
し ぞ 滅す わけ 

プ目°.3種。

る., 平方和、そ

和の多くは一項ﾡうだけであり、 互に味でさるい
系列 から の 残 蒙 の 系列 相関 を 検定 する ため 短 時 でも はっ き り と残 

差を 計算する必要 がある とは 限らない>残ﾡの平方和、他 和 の 代数 

展聞 は簡単な式で表わされる こ とが多い.,例え一細の残盤xi_bxi_1 の一次系列相関を叶計算するには

な dリ 次

この式の平方和、 稽和はいづれ %直接計算で き る その他の計算に も司様な式がある.,本章の天列相関の検定についての脱明では正、負 の 系列 相 ハ が在 ると仮定した., 普通はその通りであるが、 今くの場合には正の系列 相関だけを考える必ﾡがある, 逆ﾡした項に負の相関のある可船性 は 排除 できる.,ﾡ信をもつて排除することができれば、 正規のﾡ定 で与えられるﾡ率水は半分となる, 系数のとりうる位の確町にこ の制約を認めればよ り鋭敏な検定がなされる.この例で3 s第の point-puirﾡ定を用いて迅速ではあるが効卒の恋い正の 系列ﾡ関の検定がなされ た., 傾向が系 列か ら除かれて れば系列関はこの方法 を用い て 3ﾡれた ﾡ明 の担保供2〜子唯 左点 迅速に 
の 対 を

検定される、特に 2^ 用いて検定でき る,

19 時系列解所の付近における発展
dev : Pants :n t1コ。 snrios analysis.時系 研究. ﾡ究的なものであり.多くの場合その応用限定されている. 一および組分け した時の の時系列 の姿を次わ十方ﾡ式のぬ定およびあてめの問ﾡについ て多くのﾡか払われた. 特すに-日己回+" au <*- rosrose iuoと ・ゆ動平均" movine averaE" 法法の体飛か広く研ﾡされた. 本章 に示してあるもの "高6次○)系列相叫係教についてもﾡ多の注意 か 払われた : 時系列の回有のﾡﾡを側べ< ため系列相関係数の細 でつ くられている ・ コレロ グラ A " corrologram が用い ら *れ た.この後者の方法で博られた結果は」り 正確な回ﾡ方権式の推定 値をうるために用いらかれるか多くの場合. 小 敗 の一 次 相 网 係 故 だ けを用いて求めたもの」りそれﾡ正確ではないであろう. この方 法で得られる主な利点 iは 加 従 円 保R に 関 す る 品 解がえられる点にあ る. 曲 関係 の推定の列の面も多く の研特に経済統計家にょつて 与えられている。 推定されたﾡ礎剛係を有意義な関係と結び付け る間題は広く研究されており (蘭熊ﾡ済ﾡ型Dynamic Economic 

Mod016 の統叶計的推論 Now York. 1950む照) この様隣係の推 定方 法 が 提案 された (例え1 2.6埼参照)時系列 の 発展 の 大部 分 はこ ・ でn扱うには進歩が早 く か、つ複 雑である。この分野の最近の研究について参考文献がむにな るがと れは 全体の一部分に迫ざない。 しかしこれを用いれば次の 読 谷の 手引となるであろっ。
多変量解析 Multiva riate Ana.l. Je 1 S

順 位のある組間 のゝ 判別 DiecriminatiOn between Orderd
ErOuPS前章では主と してある変と 他 の変量の系列との関係の定お よ
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び検定 に 限られて いた. これは連明に関する題で砂も一般的 な ものである が, この形の間ﾡだけに出合うと限りない。 本章 では別の形の遭関の間ﾡを反り扱っ.こ の例は数変量のﾡ用 値 が 組又は数組の違つた条件で取られ た と きに起る。 調測定価うと られた出わけ又そ件をﾡもょ く 反映す る調定価の組合せを求めたい. 例と して ・ u o % a。 も のの特性 に 関する 測定値 の 組 が とられ. これらの時定価からﾡを岡 ゆ に ほ 別でさる標を作り上げたいとする. 政. ある何気で死亡Lた ものと生き残ったものについて同久力 (処型と受けたにものを含む) が 観 察された. この気で生さ残るものを区ハトる特性又は特性 の組合せを決定したい.この例はいすれも判別困攻を推定する必 要のあるこ とを示している.判別 したい と 考えて いる 組 の 3 位 を 付ける こと が できれば そ の解折は通常・ 回帰分折と同じ形に変えることができる。即もお る値 は 各組 に 割当てられ ◆ 回帰分折で従脳変量として用いられる 解析でい ろいろな稲が化ﾡ的尺度でﾡ位か付け られておれ その相対的位盤を示すため、 団に表点をヶえるとよい.同様にA 者の病状の程度をいろいろなな初期の微ﾡに従つて順位が付けら れば病気の尺度でﾡ者のグ ノ Iー ブの相対的位盤を示すため炎点が 用いられる。 いずれの場合でも, 解析では組を区別する適当な判 別西数を推定するため表点が用い られる.回帰分散は定グル - プの判別西数を推定する適切なる方法。 あり・ これ によ って 誤り なく グループ に 分類 できる. この仮定 普通の場合と正反対である. 即ち誤差は全て独立変用にあるもの と仮定され・ 従属 変 量 に は 誤 差は ないものとされている。 L解析 の 方法 は 同 じである。順位のある組間の判別函数を推定する例として栄養碉査のデ. クを考察してみょう・ この場合・ 個々の観測値 は, 家族 が摂取 し た食物によって3組に分ﾡされ。 3 つの 物理的 特性 即ち体 砲 w 身長hおよび 全身長に対す る 胸骨 の長さ の 比によ って 測られた、
(228)

この例で・ 卒中ﾡのﾡ位ゥ付けられ、 ・ - ・ 4が 付 

られた. このﾡ太的 仮 テ こ o 神 ・ 味 存 価 の 点 で 件 的 へに 配 列 

c 午 こ ク、例 で 卜 九 え.

「題は 物地的t ・ に組な区L.
• に 分顆する こ とのて さるﾡ"ゝめそ こ ・である. こ ・ 

ロ 件又tの ・ の ポ ﾡ 1 ﾡ ～a< いに州い、られる.

刊別函数を推定するため (: 7 7人の ・ 1～1 2才い小児が 

解折で用いられた. 祖 に 倒 り 当てられた t の平ガH 269387 

であり,ﾡ,h に叫「そ四 4 断を川い い河 ・た 単式

35328.63bw+1892637 bh+1s9s5tc =25077

7 8926.37 bw ・ I 7 1 66.5 ; bh+' 4.44 フtc=1 & 1 4.6

16935bw+ 1ん.447卜h+0.1520bc= 3.54

この方程式か ら求めた保改+ bw=0.0353, bh=u.04 14 . bc=

16.23であり・ 3交量は同に平力和202.68を説明している.

普通の分散分析の ・るが、余 ェA

を合むための効果もぬ定される. 1 2.1 a楽は体頂を合ませる効 

ンぬ定する分析である。

判 別 函数は有意であるが体重は商数全体に有意な寄与た L ていな ことが分る. したがってc , hだけを用い、た西数を使用しても上

12.1品表 分 整分析--- -
自由度 平方和 分iの 定 m一c と hにﾡ因 2 184.33 92.16wに帰因 1 1 8.5 5 18.35

Cc・h・Wに州因 5 202.66 6756残 差 473 249719 5.28計_ 476 269987

こ れ は Pw0と おき、 上記方程式の後の2つを解くことで計算でき
(229)



多くの場合、 正しいか・ 判だﾡ, してれた八につい 

て組の 指標 か正硫か否かに 多小疑かあるな ら, 方ﾡ式の左辺に 

企平方和、 (和。 内の)平ノィね. 請ロを用いれば、 不正確となる部は避ることかてさる. 行奪性のぬ定に補正を どこす必数があるか. 推定された刊列商改ﾡ位。 下正確に : つてはﾡ像されいであろ う.
上例についてこれができると 定された 円 別 函改は0.0391=十0.0446n+18.6C=1.12 (D.0う4ワ"十U.0416+16.61C) である この後の形によ れ事実上. 上記の断数の倍につている こ こ か分る : い、ずれの解哲でも ろつの制 定 f に ・< 円 じ ﾡ か付け て、 る。 したがつて前記の解折ん数められる。(注. Bartlott,M.6.J.R. 5tatigt,Soc.B,9 (1947) 183.

2 つの組だけな比別しなけれはならい時には幾ﾡでも 前者 . 

方法が使用できることに注意を要する.この明合組に常に•ナド 
けられた も のと 考えられ •任意 の 値. 例え夫々+1,-1 .. 

判別函数を推定するために・ それ ら に 倒 り 当てられ、 出に商げ 

てられた 簡 の如何を問わず測定仰 つある細合せ又けはそれらの信、 

が 判別 南 次 と して推定されるであろ う.

判別西数を推ﾡ定する別の例と して384本のマッの商木を用い 
央験の 結果を 考察 して みよ う. 9 6 ブロッ クに配列した苗木に 、 

いてい くつか の 処理が ほどこされ. ﾡ終的に各苗木について .

の 測 定仙 がと られた。

ス ・ 旧 州位 の樹幹長

ス2 ・m単位の針葉の平均長

x,色の指柳%,尖り の指標
この 例 では 特に 苗木 の 3/4 は特定定の形の7イ ソ レ 

れており. したがってx1-x4 を 用いて アイ ソレ イ 

た 植物 と 未処理 の もの との 差違 を表わす指標 を作り

このために、 未処理に対しては値3 , アイ ソレ イ

イ 「で処理さ
ト処埋を受け 

たいとする.ト 処理を受心

た簡物に対してけ- 1 なとるな量アか導入された- (即らゞの総 

tり) プロックよび処理間の塗を除い、た*〜*に対するyの 

分散•共分攻分析 が 行なわれた. 目由度568の残塗の平方和、 請 
和と用いて次の回州方セ式 を った.

291193h+ 2 2 655 ウ -852b -79b =-753 

29655b+52.169b2 -475t一220b4 =- 1453 
-852h- 473bz +98bs -6b =1 ・ 6 

- 79b1-220-6b+152b4=-6

この方程式に対する yの分敵分析か 12.16炎に示 してあ る. こ 

れから7イッレイ ト処埋を受けた簡物と未処理のものとの塗は有 

彦であるか、 2,ﾡだけに左すく指標は適切て情報の大部分を含 

ん で いる と 推綸 される. : .

, スを削除して求めた回帰方程式は
y=一0.0179x2 +1.0975X3 +0.2855 であ り. こ九はアイ ソ レイ 

トに犯された苗木とそ う でないも のを判別するのに用いられる。 

政けは上例の うに x2と 9が、同 じ部 合で 起る別の指標が用い られる 

例えばx2+619 か、0.016*2 + がイソレイ ト処理と未処理と 

を判別するため用いられる。

組の相対的位置が誤差を伴なわずに測定できない時の適当な手 

法についての間題が生ずる。 例えば 小麦 の 品種 を 区別 する ため に 

用 定 された 特性 を 用いた いとす る。 この品ﾡは収穫物の品質によ 

る尺度で配列されている。

判別国数は. もし 推定 出来るならば, 穂 の 長さ や 莖 の 高さ、 巾

--------------------------------------------------------

目由座 平方和 分 敵の推定値

z xに帰因する %の 2 1 5 3 7 6.5
ェ X に郷回する の 2 2 1.0

*〜x に帰因する もの 4 1 5 5 5 8.8

愛 差 364 997 2. 7 4

t_____5 6 8 1 5 2
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の様な測定された特性から収量の高い品ﾡを選び出す手段と し 
役立っ。 しかしこの場合には各品ﾡの相対的収量の推定に誤差文 

伴うという療点がある. 独立変量. 従区変量はいすれも誤差を甲 

つている。
H.Fairfiold 8mith" はこの間題を考究し. ﾡの相対的位置を 

決定する際の誤差の族正方法を求めた. この方法を行うには各品 

ﾡの収量 と 別の側定値の認測平均価と の共分散を推定するめ 要が 

ある。 これを行うには品ﾡ内および品ﾡ 間に変動を分割する共分 

分折を行い. これから 8. 7 町で説明した共分散の成分を推定す 

る. (本節の記号では成分Y)

この成分 が推 定 されたならば. 普通の方法で解析が行なわれ・ 

この成分は回帰方程式の右辺のﾡ楽を構成し、 品種平均間の分散・ 

共分散の推定位は左辺の係数を構成する。 この後者の価は各品種 

の観測数で品ﾡ間の分散. 共分はを割ることに」り直推求められ 

る .
この方法は、 般 初 の 例 では 植物 を 選ぶ ため に 用いられて いる け 

れども・ 側定された特性の誤差が推定でさる場合の判別国数に関 

する他題に も同 じ 様 に 用いられる. 例え和々 の個体のある組織 

のさの差を示すよ うなェ外部より測定でさる特性価の組合を求め 
たいと する. この組織のﾡさは不正確な方法例えX-線以外に 

は推定できないとする. ある 個体 の 組織 の雨 さ の推定と 別の 測定 
を繰返し、 上記のよ う な解析に これを用いる必要がある。

この方法も本節の始めに脱明 した方法も新しい手法は用いてい 
ない. 叩ちいすれも共分散分析と回ﾡ分折を用いて行なわれる。 

しかし 先験的 知識又は神足的 測定価 を 用いて も 判別 したい と考え 

てい る 組 に 順位 を つける こと が できなければ, 判別函数の推定は 

一層困難 となり. 特殊な方法が必要となる。 このことについては 

12.6節で考察することにする。 その前に別の適当な方法および 

間昭を考察してみ」う.
fr注 Smith,H.Fairfield..Ann.Eugen.7 (1934) 2 4 0
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決定方程式の 行列 武. 平方根」びベ。
・8terminant。 nd th。-ota こ.a い。cto-。ar

deterIni
°uationa

第では。一般に用いられている行列の勝導を考える必uが
"22. その 1つが行列式である.
［式 は行列の必来め.ら計ロ される.

をﾡ導する方法 ・ ・ 正 硫に各行および列から ・ つv を と
・あらゆる細の項のﾡなa算することである. 次の規約に従 

これらのﾡに符 号 か、付けられる. ま丁1列、 2列. g 
222行に注目する必退かある- 会なmFをるに 必ﾡな交換 

*数える. これが数であれwに正号 卜け、 t- さおれ 
負号を付け る.
この*.を示すため,行列の行列式を計算する.

60712 212.54 408.26

212.54 233.67 163.97 

408.26 163.97
普通 の記号を使え. これけは

'60712 2 1 2. 5 4

212.54 2 5 5. 6 7

408.26 163.97

482.1 4ノ

次の様に表わせる。

4 0 8.2 6

1 63.97

482.1 4 /
れ る。錐括弧の代りに平行線が使わこ の 行列式の叶計算では 6つの項が求められる。

60712x233.67*482f4=68,399,1 45255056 ' 順F 交
123

換る 
0

符号 

十

6071 2*16397*16る97=1 6,323,1 24005608 1 52 1
21254*21254*482.14=2 1,779,83 1.5 26 42 4 213 1
21254*163.97*4 08.26=14,22 7,936.0581 88 23 1 2 +
40826*21254*163.97=1 4,227,936.038188 312 2 +
408.26*23367*40826-38,947,234.1 03292 321 3 ・

各積に付ける符号はこ の項の右辺に示 してあ る。 例え、 3番
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目のは2 ・ 1 ・ 3行から求めたものであり2 1 3から1 23に 変えるのに要する交換数1である. したかってこの項には負号 がつけられる. この号を用いて. 計12804.-823696108が 計算される。 これが研列式のﾡである。この方法が用いられゝは. ・行n列の行列はn項(半分は+ 半分は-) を計算する必改がある. 大 ざ な 行列式に対 して は,ハ 斤 列 式 の 値 を 使 用 する 別 の 計算 方法がある. この方法については. 続者 は 行列式 に 関する 普#を参さ れたい.(注 例えばA1tkcins,A.C. Determinante and Matricee, 
Edinpurgh )内の段階と しては行列式を用いた方程式を解く必要かある. えばこ の方程式を満足する Sのiを求める ため に は 次式: を 解。 ければ な らない.

2 1 2.5 4
233.67 -S
163.97

408.46
1 63.97
4 8 2.1 4-SそのためにはSの3次式を与える行列式を展開すればよいゅ 日の色々な値は対する行列式を計算すれはもつと簡単に解ける。 合が 多い。例と して・ Sのいろいろなﾡに対する行列式のﾡか1 22 a 表 

に示してある。

12.22炎 行列 式 のD 値

60712-S
212.54
408.26

_行列式 _ 3 次差分商 2 次差分 商 3次塗分高
0
1 23

19,804,823.696 1 08
1 2,009.2 1 5408 -1 6 0,917. 1909

124 -15,492.655492 - 27,501.8709 1 075.93
1 53 - 10,097811592 1 86.02 91 922.93 -1.00
154 1 6,846.11 750 8 26,943.9291 891.93 -100

1046 98,391.95470 8 , 91.4 1 91 -- 30.0 7 -1001047 -724711136122 -925,1030909 -9 24.0 7 _ -1.。 0

(234)

この方程式の根この例で大体1 25.4, 1534,1046.1 でおり・ この積が呼行クの行列式に評しいというで味される.一般に準分商によ る方法を用い、て多項式から計算 した価で目動 的にゆ味でさる. こ の計 再が正ﾡであれば 多項式 と 同次 の規分 商一定となり. 5の係欲 (この場合にけ-1) の行列式に等しく るであろう.
1 次 /分商は 行列式 の連 税 した｛のなそれに対応する ミの｛値の逆で割ることに よ り計 される。 例えば
-10.097811592+15.492.655492•------------------- = 186.0291

153-124この値 の 差を 2 つ離れたこれに対応する S のので 割れ 2次 推分商えられる。 以上同じ.
例え ・

186.0291+27501.8709 „------------ =9 22.93
153-1 23

922.93-1 07593----------- =-1.00
153-0 .為次の装分商 に 関する吟味は 逆に 使用する こと が できる. 即ち行 列 式は8の 別の価 を簡単に計算するのに用いられる. これに上 っ て根の遂次近似値 が 肝算でき る方法がえ られ、 これを用いて行列 方 ﾡ式が解かれ る.例え一次神間によれ ば上の方程式の最大根は約1.046.12である. この8の値に対応する行列式の値が必要であれ、 その解析 

+122b表のように行う。この場合, 3次差分商は-1.00であり、 他 の値 は 上の手順 を 逆に用いて求め られ る.
-924.07-1.00 (1046.12-154)=-1 816. 1 9
-825,103.0909一18 1 6. 1 9 (1046.12-1046) =-825,321.3337
-726711.136,192-825321.3337 (1046.1 2-1 04 7) =-428.362538
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12.2b表 行列 の 値 の 推定

S 8 行 列 一次塗分商
二次差分商

三次差分商

154 一 ・

1046 ・ 一 ・
1047 -726,7 11.136192 -825,1030909 -924.。 7 -1.00

・ 04 6.12 -428.3.62536 -82532 1.3357 -+8 1 6.1 ? 100

この 後 の 値一かな り小さいが一はその根が仮定した価 1,04&1 
2に極く近いこ とを示している。 1046 と 1046.12の間の一神 

問の値を用いれもつとよいﾡ似価がえられる。 この様にすれ 

根の推定価1046.11948がえられ。 行列式の対応する価は-002 
7である。

行列方程式を作る方法について脱明 しよ う .

n+1変量x名 . を含むn組の方程式があり, この方程式 

が次の形を している とする。
(a1r+ bn9)x1+ (anira +h) *2+ + (ain+hnS) xn =0

(a2+ bz)x1+ (92+e +h22S) x2+ + (ean+banS) xn=0

(n+ 018)X1+ (eh-a +hzP) x2 +.  + (en+hnS) xn =0即ちこの式は変量〜 nを含む線型同次式である。
S の方程式を求めるためにこの方程式の組から変量 xnを A 

除する.

ar+ り Sn1 a1z+ b12S   ai+ brf

e2+ b S21 a2z+ t2zS   a2+- bzrs = 0・ ・*・*・**
an+ b 生 I an+ bn25 am+ bmrB

これは8のn次の行列式であり、 8に対するn個の値を求める 

ため上記の方法で解くこ とができる.

このょ うに して求めた値を原方程式 に 代入 し・ x1〜 の価 を * 

めるため解く こと が できる.

しかし我々 は 方程式よ り一個多い変量でもつて出発している, 

らx個の解にけは1 個の不請定常教な合んでいる。

x個のものが1に等しいとおくこともできるが、 多くの場合に 
けはそ の平方 和が1に守しいように解は列べてある。この後の場合 

には解は行列方ﾡ式の回有べ ク ト ル といわれている。

例えは上記の方程式で最大の根104612に対応する固有ベク ト 

ルを求めるため次の方程式を解かねなな らなない。
-43.00x1+212.54x2十4B8.26受←0

212.54x1-8 12.45x2+163.97x9一0

408.26x1+163.97x2-563.98x9一0

この方程式は独立ではなく、 たゞ一意の解は得られない。 x s 

z1とし、 初めの二つの方程式を解け* 1一 1.1767 *2一0.5 

097が得られる。 (第 3 の 方程式 に 代入する ことに よつて吟味 

できる。 これらの価を(11767)2+(0.5097)2)+(10000)?

1.62616で制れX1r0.7236 x2=0-3134 xs一0.6149が得 

られこれが聞有ベク トルである。

同様な方法で他の根に対応丁るベク ト ルは
8一12る.44 に対して

x」-0.6767、 x2と0.4974、 x90.5428

8-15る.37 に対して

x1=-0.1352、 x2=-08093、x9=0.5716

計算全体に対して丸めの誤差の範囲内でペク トルの任意の対の 
積 和 は o に 等しい とい う 自動的 吟味 が 行なえる。例えは

( 07236)(-06767)+( 0.3134)(0.4904)+( Q6149)( 05428)=-0D00007 24

本ﾡで脱明 した手法は次ﾡで多変量内対する手法を説明す る時 

に用州いられる。 この節では良く使われる行列や行列式を説明する 
ためいろいろな 項が 用いられる。 m組の変量を考えれば、 観測値 

から計算 された m * m行列に対して一定の項が用いられ のであ 

ろ5。 1行3 列の要索が1番目 と 3番目の変量の補正された全積 
和から成つておれ、 このょうな行列は全積行列と呼ばれる。こ 

れに対 して裏素が変量の共分散又は相関か ら 成って いる 行列 は共
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分散行列或は相関行列と呼ばれる。このような量からなる行列式 

に対してる同じ様な項が用いられるであろ 5。

2. 3 主成分 Pr1nC1 Pa COmPOnentS
数変量が同時に観測されている場合にけは. その相互関係を表わ 

す方法に関心がひかれることが多い。 特に変量の意味する情報を 

元の変量の代りに使用州できる小数の変量でう ま く 適当に 表わせる 

かどうかの知ることが大切である。例え ば 人体測定学では一芸 に 

座高、 身長、 脚長、ﾡ長等の様な多数の調定価がとられる。 こ 

は、 これらの 測定値 の相互関係 を 表す方法 お よ び小数の測定値で 

必要な情報全でを求めるこ とが できない か 否か とい う 問題と 般保 

がある。

この種の間題は主成分法を用いてﾡり扱かわれる。この方法は 

まず最大の分散を持つているﾡ調価の函数を求める。それから/ 

1の函数に独立な、 最大分散を持つている函数を求める。 にャ 

めの2つの函数に独立な、 桜大分散をもっている西数を求める 

この様な函数が主成分である。

今 m 変量が 観測 された とすると このよ うな函数のm個で原ﾡa 
値の全ての変動が説明でさることは明らかである。間題はょり い 

数の函数が使用できるか否かということである。 小数の函数を用 

いる こと が できれば、 主成分のあるものは変動を全然 脱明 して 

らず・ 単•に 他 の主成分 から若干の 測定値 を誘導 する に使われる で 

あろう。

主成分に解析する手法は前節で述べたものと同じである。 ・ 

こ の節で用いている行列は、 4,78図お よび 数値は 第 4章で用い た 

体重・ ﾡの周囲、胸囲 の 測定の全植和行 列 である。

この行列から作られる行列方程式の根は他の各成分に帰因す る 

平 方和 に 対応 しており、そ の最大 のものは 1,04 6.1 2であり、他。 

ものは123.44 と 153.37である。

このるつの成分の形は固有ベク トルから 求められ、これはムa 

定債に付けられる保故を与える。

した がつてこ の 3つの成分は

t!〜072る6W+0.3134H+0-6 14 9 0
ta コ-0ム 767W+0.497 4H+ 0.5 4 28 C
tj --0.1 35 2W-08 0 y 5H+ 0.5 7 160

締2, 第るの成分は全変動の無ﾡ出来ﾡいが小さい聞分を説明 

している。 したがつてるつの型定価の変助の大部分を説明するたら 

めつの変量を用州いて もょいょ う に思われるが、 これだけでは全 

体の変動を脱明でさないであろ う。

逆に・ このるつの測定価は次の方程式でこ の 主成分 を 用い て楽 

わせる。

W =0.7236t0.6767セー0:1352t3
H →Q3134t+Q49741-0.8093ts

C ・Q6 149ロ+05428t+0.57 16ts
この形では比較的小さな成分を無視又は消却した効果は期淋に 

調べられる。例えは、主成分に 対応する 軸は

_w _ 旦  -g- _t,
0.7 2 5 6 0.3134 0.6149

これは変 動大 部分を示す商線を与える。

この解析は事実上多変量分布の 表示 法お よ び基礎関係の推定法 

を導びく時10.4節で用いたものと同じである。この場合に 用い ら 

れた計算は違つているが、 5.9節を参岡すそこ で遂 次 近似で 

解かれた方程式は、 こ、で前節の方法で解いたものと同じ型の方 

程式であるこ とが分るであろ う。

5.9節の結果の形とこの場合のものとの相違に注月 してみょ う 

5.9節における基礎関係の推ﾡ定方法は最小分散なもつ変量は 0に 

しいとすることに相当する。 これは別の変量の値からある変量 

を決めるのに用い られる 単一関係 を求める 最良の基礎を与え る。

しかし実際には理論的解析を行うには 2つ以上の関係が存在す 

るか、 それ が必要 で ある。この場合には最小の変量は0に等しい
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とおく こ とによってさらに別の関係が時導される。例えば上式で 

tz一t9一0とおけ、 その関係が求まる。 もちろんtにだけ変動が 

存在する と考えるこ とで得られる直報と同じものか得られる。

10.4節で用州いた表示 方法 と 同 じ批判が主成分法についてもな

される。

これはﾡ務された成分は御定天度によつてﾡる とい う こ とであ 

り、 ポンドからキログラム、 cFか、らインチに変換することにより、 

違つた成分の組が求ま る。

こ の 実 は m要 で ・は ら E成分の 2 も 神性 :らな い。

即ち全分散の0又は毎祝しうる部分を説明する各成分は、 ﾡ定値 

問に値の等しいものが存在する こ とを示していろ。

六つの側定価に含まれてい る 全てのﾡがﾡ上・ 例え二っ 

の主成分に含まれていることが解析によって示されゝ、 このこ 

と は 用いられる 測定 尺度 の 如何 を 間 わ ず 常に 正 しい。

10. 5節の第2 の例はこの簡な例である。

この結米主皮分解析を有効な独立変の数のﾡ定に限定すれは、 

困難は生じないであろう。

しかし主成分 が 実際的な 意味をもつてい ると仮定すれば、 この 

方法を詳 し く 調べてみるめ要がある。

測定 尺度 の 問題 の 処理 方法 の一 つは 分 散 が 1にcる様に観測価 

を 保卒化す ることである。実爆に は、 これを行うに は成分分析で 

全積和行列の代りに相関行列を州いる。例えば、 上に用いたデー 

ク については次 の行列が用い られる。

・1 0.5643 0.7 5 4 6
0.564る 1 0.48 8 5

、0.7 546 0.4 8 8 5 1i /

これより行 列式 の 根 2.2 12る. 0.5495 0.2382がえられる。 

この根の数は行列の次数に等しい。これ に 対応する ベク トルは 

(0.6124、0.5237、0.6 123)( 0-2629,-0.8414. 0.47 22 ) 
(-0.7457、0.1338、0.6522) である。ﾡﾡ価ﾡ2.231、1.38』

(240)

1.988と用いれ、 次式かられるo
2.251(0.6 1 24t!+6.2429 t2-07457ts)

1.384(0.5237 t!-0.8414t2+0.1338tゝ )

o= 1. 9 8 8 ( 0.6 1 2 3 t 1 + 0.4 7 2 2 t 2+ 0.6 5 27 t 5 )
この解析 の 主な 性質 は 前と 同じである。 : 一成分が分献の大部 

分を説明し ており、 その 軸は

W _H_ _C
0.6831 - 0.3624 - 0.6086 1

である。

しかし、こ の形式の相違は十分大さい のでいづれかの形式が、 

簡便な表 示 法よ り 深い 意味があ る と 解釈 しない よ う用心する必要 

がある。

主成分の 載後 の 用法に 目及 しよ う。多数の冗長な回帰分析を行 

う必要のある場合にけ、 独立又は独立に近い交量を用州いると便利 

なことが多い。 初めの因子分析にょって一般に分析を岡出にし、 

(例え。逐 次 近似 法 によ って)それに よつ て、正規の宇で行 

う ことがでさる変数変税 ( 積和行列の 変換 )が発見されるﾡ合が 

多い。

2. 4 因子 分析 法 Factor analysis
主成分解析で取 り扱かわれるもの よ りﾡしい間ﾡを解く ため因 

子分析法が行な われる。 ﾡ測された変 量は 関係のある小 数の 因子 

で殆んど決定でさるが、 各測定価に含まれる誤差或各測定値に特 

有の 因子 の誤差 は 結果 に彤解する と仮定する。

互に関連 して 測定値 を決定する のに 役立つ 因子 を 推定 する こ と 

が主要な間題である。その 補助 手段 と してﾡ測価間の相関を う ま 

く要約できる最小数の因子を定する。 •

例えば5つの型定値X1～xsがとられたとする。 これらの間 

の関連を一つの因子即ちx 一 eit+ g1(一1〜5)を 用いて 表わすこ 

とができるか、二っの因子、 即ち Xi=e! t 1+bi tz+e1 又は三っの

、241) •



囚え生がて姿わさねらにかという叩明生ずる。 5 測定" め合には 3因子を用いれ常に充分ﾡ示でさることが示される。
"と22チ以上はさする必愛はない。※日「グ析法の間町は本来心型学的側測定の分野で発生したもので 
ﾡ2・ その場合には心理学的ウ味のﾡ果をﾡ明しうる因子を分ﾡ

?5とがユまれている。この ような 因 子 は •知能- ・数学的佳 力 記憶力" ・ 音学的能力"守のﾡ度として役に 立っ。 しかし そ2応州は心理学の分野を越えて人中、経済 学さらに は 任意の ﾡにﾡ係のある因子を#定する必媛のある分野によんでい るとかし一寸考えてれ分ることであるが、 因子分析法の問題 が姫ﾡ凶係をﾡ定する問ﾡと真く同じである。このことは一般に ﾡﾡ優の試差( 又は 特定の因子)について仮定を設けない限り ・ に進めないことを意味している。 :雷それらの相対的な大きさが既知であれ、 5.9 節の解析が 用い、 られる。 又それらが一定の量を越えないことが分ってれっ.。 節で脱明した形の組分けによる解析が用いられる。成は2測低を とる 方法の計画又は 制御によ り 測定値の旗差を推定する こと 可 能になる。8.7.10.4 10.5節で述べた方法で分散共分散の成分x 用いれば・ 因子は証接推定できるであろう。
Tukey す はこの方法についての仮設的例を示している。キ Tukey,J・W. Biometrics, 7(1951)61.今5.9節で与えた解を12.2節の行列式の形に直すと、行列ガ 程式の根およびべ ク ト ルの必要なこ とが分る。
1 -2こィ(x1一x) ース1 6

、2,(xi-て)(tュ-て)
. 2,(x1一交)(ti-可)・。。・1ヨ,(x1-交)(y一す)

.2(t 1-て -2,9.. 党 ［( ti-モ( yューテ)

・O

※ 一般にm組の観測値に対しては、 2〔2m+1 8m十1〕個以上
の因子は不必要である。この値が整数でなければ切り上げた及 

整数を用いなければならない。

(242)

1ふ,(x-テ(yューテ) _(t-可ゝ(yi-テ)....iﾡ,(yiーテ) -ms

ただし、 41、夕2・"・Am は、 天,t,®** 了に含まれる変動の分散 (又は平方和)である。
これ は 又次の形に面すこ と もできる。

1-P,8 Vxt........................ Vxy
1-P2S・・〜・・・・・ Vty ・ 0

Vxy Vty......................... 1-Pmnsたゞ しP!,P2..・・Pm は変動 (即ち調測定価に特有の誤 基又は 因子)) に帰因するこ とのでさる各変量における総変動の御合である。割 合 PI〜Fm が 全て等しければ、 その解析は主成分の推定の場合 と同じである。 守しくなけれPの推定価を求めることから 始め てその後の解析でこの価を考察する必要がある。 この場合に因子 分析法が 用いられる。こゝでﾡ合 P1〜Pm の価を求める ために用い られる方法について 充分に説明することは不可能である。 この説明については、 読者 は因子分析に関する書物を参照されたい。※
※ 例え Thomson,G.H. The Factorial Analysis of Human 

Ability, Edinbargh:; 1939こゝでやれることは, 必要な因子数を推定する方法および、因 
チ数 が 推定されたら 削合 PrH の 値 を求める方法を示すこ とだけ である。変索が、 P+ 1 個 の 測定値 の一 組 と 他 の 組 との 相関 から 成る全 ての行列式が0に等しい時のみm個の観測値の系列はP個の因子 を合む関係で表わせるこ とを示すこと ができる。例と して6個の測定値から成るある組の相関行列を
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1..00 12 0. 08 - 0. 36 -0・84 0.40
- 0.12 1.00 0.87 0.60 0. 42 078

0.08 O.87 1.00 0.51 0. 21 088
- 0.36 Q80 51 1.0 0 0. 56 0.54



一 0.84 0.42 0.21 0. 56 1.00 -0. 14
Q.40 0. 78 0.88 0.34 一0.14 1.00初めのるつと後の ろつの測定値との相関の行列式けは’ -0.36 -0.8 4 0.4 0

0.6 0 0.4 2 0.7 8 -0.、 0.5 1 0.2 1 0.8 8 /ヌ1、因5番目の測定価と 2. 6番目の側定値との相関の行列式は — 0.1 2 0.8 7 0.4 2
0.3 6 0.5 1 0. 5 60.4 0 0.8 8 —0.1 4この両行列式、 さらに同じょうにして作られた行列式はいづれ も 0になる。オー グー 2 の行列式 について は 0 と ならないからこの場合の測 定値間の相関を説明するに 2因子が必要と思われる。しかし2因子で充分であれは、 主対角線の要素を適当な値で置 換 した時 には、こ の行列の 3 次の行列式が 全て 0 となるであろ 5例えば、 xを推定さるべさある量でﾡ換した時には' 0.0 8 —0.2 0 —0.8 4
0.8 7 0.6 0 0.4 2 ・0、C.x 0.5 1 0.2 1

となり, この行列に合まれる三次の行列式はいづれもりとなるoこのことは、 調定価間の相関を 2因子を用いて説明でさ るこ と を示している。 その因子に帰因する測定値の全変動の割合は0.80、 
0.9D, 0.89、0.50、0.98、100 となる。叩ち次の推定値を得た。p1-0.20, Pz-0.10、P9一0.0.11、P4-0.50、Ps一0.02、P6-0.0 0これらの 値 は 因子 お よ び。個の測定価に対する関係を推定する こ とによ り解析を完 成す るのに用州いられる。これを行うにけ主対 角線に1-0.20S、 1-0.10S、 1-0.11S、1-0.50S、 1-0.02S、1を用 い、て上記の行列の根およびベク トル*求めれよい。この例は全く説明のための もので因子分析法に含まれている考 え方を示しているに過ざないことを憶えておかねばならない。実 
gに,行列式が厳密に0となることけ稀であり、 これは描出変 動と一請にして考えるべさである。 さらに子分析に用いられる 疋 規 の 解析 法 は 計 算 を 我 小に する ため 形式 化されて い る。
一般に この飾析で0も離 しいのは主対角線に神入才る 要素 一い 

ゆる oomnunalities の定である。このためには特に複雑にらこれらの班来に対する一意的な価が求まるとは限らない。期待 した次数の行列式を0とするよ うな値がないくか、ゝる時にはより
次 の行列式を 用州い ねな らない) か、或は Communaities の た 

数組の値が用州いられることが多い。このような場合 には、なん 

らかの解を得るにけはさ らに仮定を設ける必要のある こ とが多い。とならねばならない。 このために主対角ﾡの要ﾡにはいくつかの 制約 が加えられるが、 このことが 必ず しも満される とは限らないこれが満されなけれ、高次の行列式を 用いて 満足 できる か 否 か、を考察 してみる必要があ る。この場合主対角線の要素を夫々 0.80、0.90、0.89. 0.50、0.98、
1.00で置換すれ、行列は0.8 0 —0.1 2—0.1 2 • 0.9 00.Q8 0.8 7— 0.2 0 0. 6 0-084 0. 4 2
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正ﾡ相関 Canonical cOrrelatiohS今度は二相の変量間の関係を表わす方法を考えてみるこ とにな る。考察 される 問題の形 は 二組 の変 最 問 の相関 を 脱明する 因子を どの様 にし て求める かと い う こ とである。.例 として頭 と 脳 に 関する 測定値、即ち頭の長さ、 領、 周囲、 脳 の量と一連の知能その他の試験結果との関係を調べたい。 この 場合には頭に関する測定値の組合せと最も密接な相関のある試験 の組合せ、 もっと一般的には、 いづれも規測値の変動を説明でき、
(244) (245)



一対一の組合をした時に、試験と測定価との相関が説明できる試 験の組合せと 測定価の組合せと の組を求める こ とに関心がはらわ れる。このよ うな解析では対応する対に列べることのできる知能と測 定値の因子を生ずる。牧野について測定が行われた時に も同 じェ う な間題が起る。そ の調定位一つは土壌の化学的皮分を与えるものであり、 他の-っ は牧野の植物ﾡ成を与えるものである。この場合には対にした化 学的条件と ﾡ物的条件と の どの組が化学的測定価と ﾡ物聞定値間 の相関を脱明し う るかを知るこ とが大切である。このょ 5な組に 関する知議は これらの測定価の相互作用を説明するであろ う。この例はいづれも、 ﾡ準変 量が計算される場合の例である。特 殊な場合には、二組のこの様なものが存在する。いづれの組も元 の測定値 の組の一つ に 対応しており、 その組に含まれるもあと同 数の変量から構皮されている。このょうな正準変量には、 いっれ も それ 自身 と 同 じ組の全て の変量お 上 び一つの組を除い て他の組 の全ての変量と 独立である とい う 性質がある。この 2組の変量は対になつているから、 比較的大きな組の交量 の或るものは、 両組の全ての変量に対して完全に独立してり, 二 組 の 問 の 相関 に全 然関与しない。例え ば 二 組 の 測定値 XI、xz・・.・・・xn とyny2 m+nが と られ たとすると、元の 測定値の分散、共分散を脱明するために、正 変量6162. ・・・En と・、z、. m+nが計算される。61が, 広 2 が/2 .... とが相関しているこ と。 を除いて、 これらの変量は完全に無相関である。変 量Y,」・..・ ,mは他の如何なる正準 変量とも相関していない。 .対応す.る 正放変ﾡの対間の相関は 2 細の側定価が導関してい a 程度を椎定するのに役立つ。この相関は 普通. 正相関といわれている。正準相関を推定するにはまず、 観測値の全積和、共分散又は相 関行列を計算する必要がある。

この場合には、 どちら を 用いて も さしつかえない が、 相関行 列が用いられるとすると、測定値はその 標準偏差で割つたものとみ なされる。この行列が式で変わされるとする。a12・・・・ ・・ain b. 1 b12・・・・ ・・ b1m+n
a2z a2n bz1 b2s b2m+n

an1 ana anm bn bns bnm+nbn ba1 bn1 c 11 C12 C1m+nb22 bn 2 c21 C22 C2m+n・ ・ ・ ・ ・ ・
b1m+n b2m+n bnm+n Cm+n1 cn+n2 Cm+n m+n即ちa は第 1 祖の測定値の積和(又は共分散、相関)を表わし、 は第2組の積和を、 b は 2 組の問 の積 和を 表わして いる。正準相関を求めるには、 式の根とベクトルを求めるため

を解く必要がある。この方程式の根は正準相関を与え、 そのベク

一&118 - &, っS ・・ -a1nS
-a 2nS

b11 ・・
ba1 ・・

・・・・ Bim+n

・- b2m+n一: 218 - a22S
-an18 一 an2S - annS -bn・ bnm+nb11 ba1 bn1 -011S ・b1a b22 mnz 一C21S ・・・・ ・b1m+n b2m+n bn m+n 一Cm+nS ・ ・・ ・-Cm+nS-Cm+iitns 工..

ト ルは正単半変量の対の係数 を与 える。簡単に行列の記号で表わせ例え 積和の行列は
A B \

\ B 0

(24 6) (247)



解べき方程式は
A S . B・0

B :CS

或は 
(1000
0.368

、0355

0.368
1.0 0 0
0.391

0.3 55
0.391

1.23158 1
0.353214
0.306924

-0.333214
1.2 7 0 6 2 6
0. 5 7 8 5 2 3

- 0.3 0 6 924
Qs 7 8 523
1.2 56981

と い 5具合 に:こ れはわされる。

この記号によれば、 方程式はさ
BB-AS2 ・0

らに次のように短くなる。

これは S の簡路各推定法を与え るo
この解析の例と して Thurgtone ※が報告した 286 人についての

一の試験結米の一部をとり上げよク。 知、 記憶力、 理解力等 
の因子を推定するため因子分析に関する完全な時果を使用した。 

数学的能カテス トと推理力のテス ト間の正準相関を求めるため、 

この結果を考察してみ上 5。考祭されたテス ト

ア1 推理 I
y2 量I
y9 推理I

ト と 数学的テ ス

X1 加法

x2 代数

x9 来法

推理力のテス

ものを 推定す る

これらのテス トの相関行列は
1.0 0 0 Q28 4

1.0 0 0
0.3 6 8
0.4 4 7
0.4 1 2
0.3 9 1

06B 4
0.36 8
700 0
Q.10 8
の.04 9
3.07 6

0.2 8 4
0.6 8 4
0. 0 7 0

、0.064 .
0.0 4 9

即

\

ち次式を解く必要がある。
-S — 0. 2 8 4 S —0.6 8 4 S
-0.2848-S -0.368S
-0.68 4S — 0. 568S —S
0.0 7 0 0.447 0. 1 08
0.064 0.4 1 2 0. 0 49
0.0 4 9 0.3 9 1 0.076

の組合で最も術な道関のある

(Thurstone の与えた もの)
0： 0 7 0 0.06 4 0.0 49
0:4 4 7 0.4 1 2 0.39 1
b:.108 0.0 4 9 Q.。 76

0 0 0.3 6 8 0.3 5 5
d:ろ68 1.0 0 0 0-3 9 1
B:る55 0.3 9 1 1.000,

.0. 0. 7 0 0.0 6 4 0.049
0. 4 4 7 0.4 1 2 0.391 00.1 08 0. 0 4 9 0-07 6

一S -0.36 8 S 0.3558
— 0.3 6 8S —S 0.39 1s— 0.3 5 5S -0.3918 -8 ノ
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および

0.070 0.064
0.4 4 7 0. 4 1 2
<1 08 0.049

0049
0ふ 9 1

1.2 3 1 5 8 1
-0.3 3 3 2 1 4

—0. 3 3 3 2 1 4 -0.306924
0. 378523X

0076 -0.3 06924 -0. 378523

0.0 7 0 0.4 4 7 0.1 0 8
0.412 0049=

0.049 0.3 9 1 0D76
に庄目すれ
この方ﾡ式は 

0.00674-8
0.0447 4-0.28 4 82
0.0085 2-0.6 84S2

この方程式から求めた

1.25696 1

0.00679
0.04474
0. 0 0 8 5 2

0.0 4 4 7 4
0.30195
0.05784

0. 0 0 8 5 2
^。 5 7 8 4
0.0 1 3 2 9

0.0 4 4 7 4- 0. 284S2
0.3 0 1 9 5— s2

0.038 5 2-0.6 8.4Sジ..

・

0.05284-0.-388?
0.0 5 7 8 4—0. 368S2 0.C01529-S2S2
S2の 値は Q. 00020、 0.0045ス031307

であり、 これか ら正相関士0.014 土0.068 士0.56 がえられるo
この正負の符号は正型変温につける符号を任意に選んでよいこと

を示 してい る。

最初の2つの正準相関が非常に小さいことは、 実質的に数学的 

能力 と 推理 力間 の すべて の 相関 が 2 つの 正 準 変：a 間 の 相関 を 用い 

て計れるこ とを示している。この般初の値 は 行列式の般大根に対 

応する同有べク トル(-0.029、 0.985、-0. 169)で示される。 

それは

さ ・ロー 029x1 + 0.985x 2—0.169xs
他の値を求めるには、 根S=0.560に対応する完全行列の固有 

ベク トルを求めねばな らない。

これは (-0.029. 0.9 8 5、-0.1 6 9、0.4 8 8、0.3 9 7、0.334) である

(249)



したがって正4変武は4 1〜0.488ァ!+0.397y2+0.334乃)したがつてるつのﾡ理カテ トの平均は( 前者には学分大さな重 みがつけてある。 )ﾡ算の能力に対してﾡ正を施した算術テスト と相関のある こと が分る。これはテスト間の大部分の相関を説明 してい る。
2. 6 ,禎位のつけられない組間の河別判別 しよ う とする組を既往の知臓に上 り順位を付けることがで きない場合に判別函数を求める法を考祭することにする。こ。 ために組の相対的 位を定する解析を行う と同時に、 これら の組をうまく利別する幌ﾡ価の西数を求めねばならない。これ。 行うには前ﾡで示した正ﾡ相ﾡ法を州いれはよい。その理由に。 い て若干の考楽を し てみ よ 2。

2組の場合には、 それらは常に正ﾡに順位がっけられている。 みなしうるから、 判別函数回帰分析で定できること*12, 節で指摘した。 このために、 任意の記号を各組に留当てる。る組の場合には、 任8の 1 組 の 記号 では, 組は正ﾡな順位にG 列されないが、 2組の記号を適当に組合せれそ うするこ とがて さる。例えは2組の記号の適当な組合せ(1、 0. 一1)と(1._1)により、 3組の相対的順位は再現される。同様にP語。 
場合には、例えば P-1 組の記号の適当な組合せ により、組はと 意の方法で順位をつける こ と ができ る。

判別西数を推定する問題、 大分はつきりしてきた。即ち、 ど 

○ 5 な衣点法。corine oyoten ﾡち※Aのど○採な組合せが 

測定値のどの様な組合せと段も密接な相関があるかを求めねばな 

らない。したがって これ は 正準相関および変 域を 推定する 間明 で 

あるo
P組の場合には、 P- 1組の表点法と測ﾡ値との正準相関は 前

第の方法でﾡ定される。これらの内最大のものに対応するべク ト ルは、 適切な表衣点と判別西数を与える。前節の解析法はの行列式が掛られ
積和行列

『|S2 (全積和
行 列

8は前と岡様正相関を次わす。 こ
が組に使われた と して 

定のﾡ論的表点 ( 例え 

特に配慮されていない 

この解析けは 点法を 用

この形の辞析の例と

なも 5 一ﾡ考緊 して、 

相対 的位証を定して

も正しいa この

るので簡単に示すこ とがで

の公式はどのような表点法結果、 定された表点と特ば、 等間阿の組)との隔りの状態について限 り 一般に表 点 法を形式 化する 必要 は ない。いなくても行うことができる。して 1 2 . 1節で用い、た栄ﾡ物質のデーター
完全判別解析をみようoこの 3つの測定価の組間の平方和、

2947・04
1 9 5 1.0 5

1951.03
1639.04

3.545 2.284

用いた栄養物質 グルーブの
積和の行列は3.

2.
0.

545
284

(250)

即ち解くべき方程式は 

294704-353286582 

195103- 1892637S2

5545 - 16935S2こ の方程式を 満足す る

195103-1892637S2 5545 一 1635S
163904-17 16651S2284- 1444788

S2 の値は 0.05238、
2284 一 14447S2
00111 - 01320S20.06534、0. 1 1 1 0 7であ り この最大価が判別西数を与え るoこの西数の正単相例は(Q.11107)→士0.る33るであり、判別西 数の係数の定値は0.001435、0.001726、1.0000である。こ の位は任意の係数叩ち20を果ずることにより、 係数0.0287、 0.0る45、20.000がえられる。 これは回帰分析に上 り 12.1節で 求めた係数とく一致している。 したがって組の相対的順位は直 線 から離れて いない こ とが分る。

(25I)



6組に対する判別函改の炎点ど定するこ とによ り一 のことは 立証できる。 これは公式表点・ 0.02877+0.0345H-200-18
に組平均を代入すれは求 主 るo この地合常数 18は点を適当な

大きさにﾡすため引かれる価であるo この結共衣点は天々 0.26、
0.37、 0.52, 0.56 0.88、0.28 とな お り 殆ん ど向 教であ る。この解析で普通の表点の代 りに 確なﾡ位が確保されるこ とに注目 

り、 これは正価に題庁にﾡんで
二次の表点を使うことにより正 

すると 面白い。 適切表点法は

一の表点一の組と二の点 Dﾡの沼当な祖合せから求められる。一次の組の表点法に対するﾡﾡの2次の回帰を叶計算する必 要があることを除いては、 この解析は上記と同じ 方法で 行なわれ るであろう。 判別函数は
(二次の回帰の - B?積和行列 全書和行 列)

の最大根に対応するべク トルであるoこの場合には、 この方程式は0でない根を二つ神 つて いるに 過ぎない。との方法で求めた判別西数、 全体にわたつて組間を最も良。 判別するが、 組の特定の対間を判別する方法としては不充分な、 のであることに 注意 しなければ ならない。例えば4組の表点法が 
+1、 +1、 -1、 -1と推定されたとすると、 判別西数は1組 と 2組、 8銀と4組とを区別することはできない。これを行う に は 組 の各対毎に 判別函数 を 計算 する か、 又は行列式の第2、 第。 .  の最大限に対応する正ﾡ変量を計算する必要がある。こ れらのものは補助的な有力でない判別西数を与え、この 判別 函数 は主函数と一睹に用いられて組のあらゆる対を区別するであろう
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127 時系列におげる基ﾡ関係

Underlying rolationehipe in time seriee

M. S . Bartlett に時系列にけるﾡ硬関係を推定するの に判 別ﾡ折ぞﾡ用するこ と*町示した。時間さ丞点そ同一のゝのと し て扱い、 上記の二次の回帰の列の代りに一般の曲課回帰のﾡ和 列を用いることにより、 最ﾡ価の正準変量求めることかでき る。これは厚系列の時間におげる変動る呪明丁るのに用いられる。 変動の有意でないﾡ分を晩明丁る正ﾡ変量いづれゝ時間に独 である、 したかつて"ﾡ硬"B係を表わすものとスなされる。あてめ られた回帰の次数かなんでめって ・ この関係に どの 工 
5 な変量 が 用いられ よ う とる この方法が便用される。二っ以上の 関係も恐らく このェ りな関係で推定されるであろ ゥ。例として1 2. 7 ・委にに 1 1.7罰の肥料泊費量と貴豪収入の解 析から求めたﾡ小の正準相関に対応する正単変量が示 してある。 この裂に時ﾡ変量○-1と工1 が用いられるか否かに工って二っの 場合が示してある 1 と 5の間のるてめられたﾡ位の )正準変 量( 0の係数 1に等しいェうに選はれている。 が示してある 
1 2.7a裂 時系列解析のための正準変量

時ﾡな し の解析

区数 e2o 値 対応丁る正地変量 Bの次に大さな価
一次 0. 0 0 0 C—11 6.7 ェ 0.63 2
二次 0.2 2 5 C-1 2 Z2I 0.7 6 9
三次 0.2 2 5 C-1270工 0.8 8 2
四次 0.2 5 0 0-1 2 5.9 工 0.9 0 2
五次 0.395 0-1 2 1.6 エ 0.9 4 4
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時差を入れた解析改契 Bの@ ﾡ応丁る正空変量 広に大き

一 0.0 0 0 0.0 0 0
二次 0.0 00 不ﾡ定 0.0 0 0
三次 0.0 0 0 C-1.200-1-1818工+206.1I-1 0.0 1 8
四次 0.。 1 0 C-1.20C-1-72.1I+859工-1 0.1 0 0
五次 0.0 1 0 C-1.18C-1-775I+880I-1 0.2 9 7

S2の最低の値にﾡ同向の位か変のﾡよ り 小ざい時にほ0であ り、 少く と % このﾡ合にﾡ応する正単変正確には決ﾡ定でき 
rいこ と かケる。
( ☆ Bartユott M4.9.Econometrica ,1 6( 1948)323この禄なﾡ谷以外推足された関係明らかに一定である。時 差を用いない解析でに正的変陥 C-127Iであり これは0= 1 
27工+常数を意らしている。時ﾡび入れた解析は恐らく よ り正確関係そ与えるであろり。 ( B2o 価る 比終せ 工 ) これは話

○-1.20C-1 =72.1工-85.9エー1 高数
でありもつとほつき り した形で 変わせ は

○-1.20-1=72(エー1.2工1 )+高数この後の形に 0-1.20_1 とI-1.2エ1 の地m量か一次関係でゐる こ とて意味している。有意でい変並を構成する も のそ決める ～ため Bartlett 次節 で晩明する祝定び用いることを暗示した。 しかしこれらの検ﾡ 推定さnれた関係か らの残ﾡが系列的に独立であるﾡ合にのみ正当 であるに過ぎない※ したかってこの万法は有意性についてのﾡ 略の指課と して用い られる だけであ り一般に取る程度の許 容範 ・
※さ 次mで用いられるX2om が因子 1+2r.r'+r+..で修正さnれるであろっ という こと以外前軍と類似している。こ ゝでr1rz...け夕産の

系列相関を表わし、We' ••••は対応する正準傾冋函故の系列相関を囊

ぞち うけて用いねならいo

12.8 多変量解析にげる有意性の検定

Teste of eignificanc。 in multivariate analysis今や多変量解析におげ る有意性の 税 定 を考緊丁 る 段階 に到達し た。特に前ﾡでﾡじた因子よび皮分の有意性のﾡ足定方法につい て概略述べることにしエ う。 このェ う方万法一主と して M.S.Ba- 
rtett によるものでめるか一は近似的なゝのに過ぎないか、 有 意性を判断す るﾡを与え る。ェず多変のﾡ測価で扱 うための分散比の検足定の拡張ぞ考緊し 
rう。この間題はここで数油のﾡ足価の組間変動が問然に帰因 させることのできる変ﾡよ り大きいかど う かそ決めるこ とでるる これを行う手段として各ﾡ定ﾡの組間、 祖内、 全体の平方和、 ﾡ和から成る行列計算する。 そして主ﾡな因子のﾡ果、 組間 組円の平方和、ﾡ和ぞ加えて全体の平万方和、 ﾡt和が得られるよう に 予め除かれている。次いで組内○行列式と全体の行列の比oH 算されねはならない。 これxへで丞わす。 Qとn-Q が組間と組 内の目由度を表わし、 P個の測定価が用いられた と丁る と組間の 充の有意性目由度が Pqのx "として

n一( P+Q+1)〕ユogc へ を用いて検定される。例えば1 2.1 ﾡの6っの栄茶物の組が同時とられた3つの測 
mW.H..Cで有意にﾡっているかどうかそ検定したいと丁る。こ れを行うには次の工 うに『ﾡする必ﾡかるる。

q=5, n-= 471, n= 476 ,P=3担内の積和の行列式=32381.59 16975.34 1 5.3 9 0
1 6 9 7 5.3 4 1 5 5 2 Z 4 7 1 2.1 6 3

1 3.5 9 0 12.163 0.1 2 0 9
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体の積和行列式=35328.65 18226.37 16.935
18926.37 1 7 1 6 6.5 1 1 4.4 4 7

16.935 14.447 0.1320
=29734,707

23.905,0742 ろ,734,7 6 7 0.80395
一〔-(P++1)〕OEc ヘ=一471.5 log c 0.8 0 3 9 5

=102.83この最後の量が目田度 15のx2= して祝定されその柄果は極めて 有ﾡである。 したがって、 この組はるつのﾡ定価について有意業 がある と結ﾡされるであろ う。次に起る間題組を判別するために求のたどの西数が有意でる るかということである。したかって組間の差主判別西数で腕明できるか、 取は別の判 別西数を号える 必扱が ある のか という疑間か起る。これを行うに正準相関を用いねならない。これが大きさ 日,.... の順に 配列 されて おれ は、 次の関係の成立することっ 分 る。ヘヘ=( 1-82 ) (1 -92 ) ( 1-8,2 ) ...したがって-〔 n-c P+Q+1)〕logc ヘ=一〔 n-( P+Q+1)】 loe。 (1-8イ)
-[n-+(p+q+1)〕logc (1-B22〕....この左辺のx*と大王かに分割する こ とそ表わし各項の目由度 略 P+q-1 ・P+A-3,P+Q-5... である。この万法に工 り各 判別 函数の有意性を由る ことが可能である。上記の例でに甲=0.11107, 亨 =0.045 3 4 ・ 明=0.。 3 2 3 8 でぁ ることが示されている。吟味として、次の身算を行う。

c 1-812 ) (1 -92?1-92 )=( 0.8889る)〔0.93466)〔0.96762) 
=0.8 0 394 4=へ

したかつて全変動の分割ば1 2. 8 &表に示してめるよ うに行r
12.92 判リ別百数の忍性の祝定わっれるo

ェ 目由度 *
”目1 -471.51ogc 0.88893= 5 5.5 0

_ -4 7 1.5 logo 0.95466= 3 1.8 6
- 5— -4 7 1.5 osc 0.96762=_15.47

15 一471.510gC 0.80395=102.85

この例では3っの成分ばいづれっ極めて有意であり、な初の 刊 別函数は相間の差に関するﾡての情報を合 んでいないこ とを示して いる。完ﾡな判別を行うにに他の判別西数を用いる必ﾡがある。Partlett に工 るこの解析の形極めて近似的なも のであり、 その精度を改ﾡするためいろいろな示味 が行なわれた。 その内の 一つ Miarriott※ によるるのであり、 彼は第 1 の判別西数は目由 愛 P+Q-1+〔 (P一1)(Q-1)〕そ用いて工 り正確に枚定される こ とそ示した。 上例では、 これは7の代りに5+3-1+1〔4x2〕= ?なる目田度を与える。 しかし第1の判別西数の有意性に僚然と して変らない。も ちろん同 じ形の解析 が 正準開の 有意 性を検定するのに用いら 
nれる。例えは 1 2. 7 b丞ﾡ大の正準成分だけが有意でめる とい

1 2.5ﾡで到達した結ﾡを立証している。この場台に最大の 正単根をﾡ定するための工 り正確な目由度の推定値は7であるが これは、 その有意性に影縁しい。

※ Marr1Ott.F.H.C.B1Ometr1ka.3 9( 1952)58
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I ね12.8b表 正ﾡ相関の有ﾡ性の祝定 (n=285,P==3)目由度 - -- --- -- 一二.--r_________ 又2____________________ ।1 - 。 -28 1.5 1OgC 0.68693=10 5.7 1

-281.5 1ogc0.99543= 1.29

型
JJ

-281.5 1ogc C.29980=

5 ! -2815 ユoEc0.68365=10706
・*«率。--番4。。--マ------- ®*-ャ. .* •

突際、 王反グよび因子の有ﾡ性の祝にに同じﾡな 分割 が 行 なわnれ、 Bartlett ・は相学行列か ら 計ゆ.された反分を検定する た。 の適当解析の形式を示 した。この祝定の詳細について、 このﾡ文および同新者* の別のN 文を参照丁ベ g でるる。現在では運関のあるﾡ定ﾡを扱 う方法についての研究の多くは今区負 解析の方法および祝定を拡張しゝのと関係がある。毎年、 新山 <、 工り正ﾡな祝足方法が発見され、ﾡ用されている。それら。 %のを完全に晩明するには長いるのとり、 チく旧式となって ェ うであろう。 しかって新しい万方法および被ﾡ定か完全に決さ れた、表 が 作られるまで は、この祝定工び関運調側ﾡに関するM ﾡをこ ふ で結ぶの が 適当である。

* Beret11tt M.6.Br1t
77と1( 1948)73

J.PeJChO1.6tat16t SeCt. 3(195
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任意 の象限に入っ点ﾡの有意水率

a a
a*マ*- -一

下

0.0 5 0.0_1____
上

______0.0 5
隣

0.0 1

8- ラ 0 — 4 一

10-11 0 0 5 5

12-13 0 0 6 6

14-15 1 0 6 7

16-17 1 0 7 8

18-19 1 1 8 8

20-21 2 1 8 9

2 2-23 2 2 9 9

24-25 3 2 9 1 0

2 6-27 3 2 1 0 11

28-29 3 3 1 1 11

3 0-3 1 4 3 11 1 2

s 2-3る 4 3 1 2 1 3

54-85 5 4 1 2 1 3

56-37 5 4 1 3 1 4

5 8-39 6 5 1 3 1 4

40-41 6 5 1 4 1 5

42-43 6 5 1 5 1 6

44-45 7 6 1 5 1 6

4 6-47 7 6 1 6 1 7

48-49 8 7 1 6 1 7

50-5 1 8 7 1 7 1 8

5 2-53 8 7 1 8 1 9

54-55 9 8 1 8 1 9

5 6-5 7 9 8 1 9 2 0
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点 数
下

0.0 5

限

C.0 1

上

C.0 5

限

0.0 1

58- 59 1 0 ? 1 9 2 0

60- 61 1 o 9 20 2 1

62- 63 11 9 2 0 2 2

64- 65 11 1 0 2 1 2 2

66- 6 7 1 2 1 0 2 1 2 3

68- 69 1 2 11 22 23

70- 7 1 1 2 11 23 2 4

72一 7 5 1 3 1 2 23 24

74- 75 1 3 1 2 2 4 25

76- 7 7 1 4 1 2 2 4 2 6

78- 79 1 4 1 3 25 2 6

80- 81 1 5 1 3 25 2 7

82- 83 1 5 1 4 2 6 2 7

84- 8 5 1 6 1 4 2 6 2 8

86- 8 7 1 6 1 5 2 7 28

88- 8 9 1 6 1 5 2 8 2 9

90- 9 1 1 7 1 5 2 8 3 0

22- 9る 1 7 1 6 2 9 3 0

94- 9 5 1 8 1 6 2 9 3 1

96- 9 7 1 8 1 7 3 0 3 1

98- 9 9 1 9 1 7 3 0 3 2

00-101 1 9 1 8 3 1 3 2

110-111 2 1 2 0 3 4 35

120-121 24 2 2 3 6 38

130-131 2 6 2 4 3 9 4 1

140-141 28 '2 6 4 2 4 4

150-151 3 1 2 9 4 4 4 6

160-161 3 3 3 1 4 7 4 9

(260)

------------------------------1

& 設 _! 下

0.0 5
現

0.0 1
上

0.。 5
限 

__0.01

170-171 3 5 33 5 0 5 2

180-181 3 7 35 5 3 5 5

2 00-2 0 1 4 2 4 0 5 8 6 0

2 20-2 2 1 4 7 4 4 63 6 6

2 4 0-2 4 1 5 1 4 9 6 9 7 1

2 60-2 6 1 5 6 5 4 7 4 7 6

280-281 6 1 5 8 7 9 8 2

3 0 0-3 0 1 6 6 63 8 4 87

3 2 0-3 2 1 7 0 6 7 9 0 9 3

840-3 4 1 7 5 72 9 5 98

360-3 6 1 8 0 7 7 1 0 o 1 03

38 0-38 1 8 4 8 1 1 0 6 1 0 9

4 0 0-4 0 1※ 8 9 8 6 111 11 4

※Mが大きげ 、+9 xﾡう。

三5%有意水準に対しては 1.96
1%ィ ク 2.58

I 表
Tukeyの Corner teSt の有意水当

P = 有意 と なるためにﾡする象限和

0.1 o 主 9

0.0 5 士 11

0.0 2 ± 1 3

0.。 1 土 1 5※

観調価が 5 0 以上であれ士14 そ使う。
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ﾡ位枚定

II 4

・許容し る 最大変 挨 数
P=005 P=001 N P=0.05 1

5 0 1 5 5 2 2 6

6 1 : 6 3 7 3 1

7 3 1 1 7 4 3 36

8 5 3 1 8 5 0 4 2

9 8 5 1 9 5 7 4 8

1 0 1 1 8 2 0 64 5 4

11 1 4 1 0 2 1 7 2 6 1

1 2 1 8 1 3 2 2 80 6 9

1 3 2 2 1 7 2 3 88 7 7

1 4 2 7 2 1 24 9 7 8 5

、 (1-2)(N+1) ( N - 1 )( 2・か大きげれば ------- 3------------ ノ ーd 一.....っ——

下の ﾡ数を便う。
P=0.。 5に対 して は 1.9 6

IV 丞

中位線の同じ側に落ちる点の対数に対する有意水準

点数
有磁対数 

P-005 P=0.01
点 数

布意対数 

P=0.05 P=0.01

8- ? 6 ー・ 56-5 7 34 37

10-11 7 8 58-5 9 35 38

12-13 ? 10 60-61 36 39

14-15 10 11 62-63 37 40

16-17 11 12| 64—6 5 39 4 1

18-1 9 12 14 ! 66—6 7 40 42

2 0-21 14
1s

68-69 41 44

22-23 15 16 70-7 1 42 45

P=0.05 P-0D 1

——-—-——-———-

点数
有意対数

P=005 P=001

； 24-25 16 17 7 2-73 43 46

24-27 17 19 74-75 44 47
I 28-29 18 20 7 6-77 45 48

50-31 19 21 78-7 9 46 4 9

32-33 21 22 80-81 47 50

34-35 22 24 82-83 48 51

34-37 23 25 84-85 49 55

38-3? 24 26 86-87 51 54

40-41 25 27 88-89 52 55

42-43 26 28 90-91 55 56

44-45 27 30 92-95 54 57

46-47 29 31 94-95 55 58

48-49 30 32 96-97 56 59

50-51 31 35 9-99※ 57 60

52-53 32 54 100-101 58 62

54—55 33 35

※ Nが大きげれ
N-1 ,---------

ば 2 +d"N 1 のす ぐ上の 整数を 使う

P=0.。 5に対 して0.823 
たド し(1=

P=0.01 ク 1.163
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V 衣

中央相関係致の有ﾡ水準

点 数 P-005 P-0.01
-- -------------
___ 点 区 P-005 P-0.01

8- ? 0.94 3 74- 75 0.255 0326

10-11 0820 1000 7 6- 77 0.251 0.522

12-15 0.732 0.910 78- 79 0.24 8 0.517

14-15 0.667 0-83 1 80- 81 0.24 4 0313

16-17 0.615 07 69 82- 83 024 1 0309

18-19 0.573 0718 84- 85 0238 C-505

20-21 0538 0476 86- 87 0235 0.501

22-23 050? 0640 88- 89 0.252 0.297

2 4-25 0483 0609 90- 91 0.229 0.294

26-27 0.461 0582 92- 93 0226 0.290

28-29 0.442 0558 94- 95 0223 0.287

30-31 0.425 0537 96- 97 02 21 0.28 4

32-33 0409 0518 98- 99 0218 0.281

5 4-35 0-395 05 01 100-101 0-216 0.2 78

36-37 0382 0485 110-111 0.2 05 0.2 64

38-3? 0.371 047 1 120-121 0.196 0.252

4 0-41 0360 045 7 130-131 0.187 0.241

4 2-4 3 0.35 0 04 4 5 140-141 0.18 0 0.25 2

4 4-45 0341 04 3 4 150-151 0.175 0.224

4 6-47 0532 0425 160-161 0.16 7 0.216

4 8-4 9 0325 0413 170-171 0.162 0.20 9

5 0-51 0317 0404 180-181 0.157 0.205

5 2-53 0310 0396 200-20 1 0.14 9 0.192

5 4-55 0304 0388 220-221 0.14 1 0.185

5 6-5 7 0.298 0380 240-24 1 0.155 0.175

5 8-5 9 0.292 057る 260-261 0.129 0.16 7

60-61 I 0286 0366 280-281 0.124 0.161(264)

T--------------
点 数 P005 P-001 点 数 P-005 001
62-63 0.28 1 0359 50 0-501 0.120 0.155

64-65 0.276 0.355 520-521 0.116 0.15 0

66-87 0.272 03547 540-541 0.112 0.14 6

68-69 0.267 0342 560-561 0.109 0.141

70-61 0265 0336 580-581 0.1 06 0.157

72-63 0.259 0351 400-401※ 0-105 0.154

iか大きいときに +Sz便う

P=0.。 5の時に 1.9 6
たゞしュ=

P=0.01 ク 2.5 8

W表 ﾡ相関係数の有意水¥( 3変量)
___ 点政____ P=0.05 P=0.。 1

1 6 0.7 8 9 0.9 5 5

20 0.6 8 9 0-8 2 0

24 0.6 1 7 0.7 5 7

2 8 0.5 6 4 0.6 7 5

52 0-5 2 1 0.6 2 5

36 0.4 8 6 0.5 8 4

4 0 0.4 5 8 0.5 5 1

4 4 0.4 2 5 0.5 2 2

48 0.4 1 2 0.4 9 7

52 0.5 9 4 0 4 7 5

5 6 0.5 7 8 0.4 5 6

6 0 0.5 6 5 0.439

6 4 0.3 5 0 0.4 24

68 0.5 58 0-4 1 0

7 2 0-5 2 8 0.5 9 7 ___(265)



点 数 P=0.。 5 P=0.。 1

7 6 0.3 1 8 0.385

8 0 0.309 0.3 7 5

8 4 0.3 0 1 0.3 ・5

8 8 0.2 ? 3 035^

92 0.2 8 6 0-3 4 7

? 6 0.2 7 ? 0.339

1 0 0 0.2 73 C.3 3 2

1 2 0 0.2 4 7 2.301

1 4 0 0.2 2 7 0.2 7 7

1 6 0 0.2 1 1 0.2 5 8

1 8 0 0.198 0.242

200 0.1 8 7 ロ.229

2 4 0 0.170 0.2 0 8

28 0 0.1 5 6 0.191

320 0.1 4 6 0.178

360 0.1 3 7 0.1 6 8

400 0.129 0.1 5 9
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個か越え ろ行の百分率

-・  -------------------------------------

I 表※ 与えられた推定偏 t x越える試行の百分率 与える表

自由愛 50 25 10 5_ 25 10 05 0.1

1 1.00 241 631 1271 224.5 6366 12752 63662
2 082 1.60 2.92 430 620 9.92 14.09 3160

5 07e 1.42 235 s.18 4.16 584 745 1294
4 0.74 134 2.13 2.7e 350 460 5.e0| 86 1
5 073 130 2.01 257 3.16 403 4.77 686
6 0.72 127 1.94 245 297 571 452 I 5.9 6

7 071 125 189 2.3 6 2.84 550 4.03 540

9 071 1.24 186 2.30 2.75 535 385 504

? 0.70 123 183 2.26 268 5.25 3.69 478

10 0.70 122 181 225 255 5.17 358 459

11 0.70 1.21 1.80 2.20 2.59 5.11 350 444

12 0.70 121 1.78 2.18 256 305 5.45 452

13 069 1.20 1.7 7 2.16 253 301 357 422

14 0.69 1.20 176 2.14 251 298 352 4.14

15 0.69 1.20 1.75 2.13 249 2.95 329 407

1 6 0.69 1.19 1.74 12 247 292 3.25 40 1

17 0.6? 1.19 1.74 2.11 246 2.9 0 322 5.96

18 0.69 1.19 1.73 2.10 244 2B8 520 5.92

19 0.69 1.19 1.73 209 24; 286 5.17 5.88

20 0.69 1.18 1.72 209 242 254 5.15 385

22 069 1.18 1.72 2.0 7 240 282 5.12 5.7 9

24 068 1.18 1.71 2.J6 23 9 280 5.0 9 375

26 0.68 1.17 1.71 2D6 23 8 278 307 5.7 1

28 0.68 1.17 1.70 205 23 7 276 305 5.6 7

30 0.68 1.17 1.70 20 4 236 275 5.05 365

40 0.68 1.1 6 1.68 202 233 270 2.9 7 55 5

50 0.68 1.16 1.68 201 231 268 295 55 0

60 0.6 B 1.16 1.67 2.00 230 266 291 5.4 6

co 0.67 1.16 1-64 1.96 224 258 2B1 329

※ Pergamon Prese の好意により Introductory Statisticsより引用
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X ® 積率相関係数の有意消
点数 P=0.。 5 ________  P=0.。 1

5 0.9969 0.99ッ88
4 0.9 5 0 0.9 9 0

5 0.878 D.95?

6 0.8 1 1 0.9 1 7

7 0.7 5 4 O.8 7 5

0.7 0 7 O.e 3 4

? 0.6 6 6 O.7 9 8

10 0.632 0-7 6 5

11 0.6 0 2 0・7 3 5

12 0.5 7 6 0-7 0 8

13 0.55る 0.684

14 0.5 3 2 0-6 6 1

15 0.5 1 4 0-6 4 1

16 0.4 9 7 0-6 2 3
17 0.4 8 2 0.6 0 6
18 0.4 6 8 0.5 9 0

1? 0.4 5 6 0-5 7 5
20 0.444 0-5 6 1
22 0.4 2 3 0-5 3 7
24 0.4 D 4 0.5 1 5
26 0.3 8 8 0.4 96
28 0.3 7 4 0.4 7 8
30 0.3 6 1 0.4 63
55 0.3 3 4 0.4 3 0
40 0.3 1 2 0.4 0 3
50 0.2 7 9 0.3 6 1

60 0-2 5 4 0.3 3 0
70 0-2 3 5 0.3 0 6

SO 0.2 2 0 0.2 8 6
90 0.2 0 7 0.2 7 0

100 0-1 9 7 0.25 7
120 0.1 7 9 0.2 3 4
150 0-160 0.2 1 0
200 0.1 3 9 0.1 8 2
300 0.11 3 0.1 4 9
4U0 0.098 0-1 2 9
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XI 変 2変染
2 I E r

0.。 0 0.0 0 0 0.0 0 0.0 0 D
0-0 5 0.0 5 0 0.05 0.0 5 U
0-1 o 0.100 0.1 0 0.:00

0-1 5 Q.1 s 1 Q.1 5 0.149
0-2 0 Q.205 0.2 0 0.197

0.25 0.255 0.25 0.24 5

0.3 o 0.5 1 0 0.3 0 0.2 9 1
0.35 0.3 65 0.3 5 0.3 3 6
0.4 0 O.4 2 ・ Q.4 0 0.3 8 0
0.45 0.4 8 5 0.4 5 0.4 2 2
0-5 0 0.5 4 g 0.5 0 0.4 6 2
0.5 5 0.6 1 3 0-5 5 0.5 0 1
0.6 0 0.6 93 0.6 0 0.5 3 7
0.6 4 0.7 5 8 0.e 5 0.5 7 2
0-6 8 2 り 0.7 0 0.6 0 4
0.72 0.9 0 8 0.7 5 0.635
0.76 0.996 0.8 0 0.6 6 4
0.8 0 1.0 9 9 0.8 5 0.6 9 1
O.e 2 1.1 5 7 0.9 0 0.7 1 6

O.84 1.2 2 1 0.95 0.7 4 0
O.86 1.2 9 3 1.0 0 0.7 6 2
O.e 8 1.3 7 6 1.10 0.8 0 0
0.9 0 1.4 7 2 1.2 0 0.8 3 4
0.9 1 1.5 2 8 1.3 0 0.8 6 2
0.9 2 、1.5 89 1.4 0 0.8 8 5

0.9る 1.6 5 8 1.5 0 0.9 0 5

0.94 1.7 3 8 1.6 0 0.9 2 2

0-9 5 1.852 1.8 0 Q.947

0.96 1.9 4 6 2.0 0 0.964

0.97 2.0 92 2.2 0 0.9 7 6
0-9 8 2.2 9 8, 2.4:0 0.9 8 4

0.9 8 5 2.4 4 3 2.6 0 ・ 0.9 8 9

0.990 . 2.6 47 2.8 0 0.99る
0-9 9 5 2.9 94 3.0 0 0.9 9 5
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XI表 x分布 表

XI 衣 n=3～12に対する3次ﾡでの行多項式

(278)

3
: 6. ,6

5
616号

7
fュ f2 ら

-1 +1

0 -2

+1 +1

-3+1-1

-1 -1 +3 

+1-1-3 

+3+1 +1

—2 +2 —2

-1 -1 +2
0-2 0 

+ 1 -1-2 

+2 +2+1

-5 +5二5

-3 -1 +7

-1 -4 +4 

+ 1 -4 一4 

+3 -1-7

+5 +5 +5

-3 +5 -1

-2 0 +1

-1 -3 +1

0 -4 0

+1 -3 -1
+2 0 -1 

+5 +5 +1

2 6 20 4 20 10 14 13 70 e4 180 28 84 6

x-2 2x-5 X - 5 2x一7 x-4
32-12X 8 -5文+5 x一6又+7 ン43x2--21x x2-8X+12

+10 承10X7
5X2+167X

-105

%(5X3-45

+ 1 18x一84)
+28 )
c 1GX3—10 

5x2+317x 

-252)

(Xター12x2+

103X一99 )

8 1 0 11 1 2
f S2 品 Es S S _6 6 ら ；

-7 +7 -7

-5 +1 +5

-3 -3 +7

-1 -5 +3 
+1 -5 -3 

+3 -3 -7 

+5 +1 -5 

+7 +7 +7

-4 +28 -14 

一ろ +.7+7 
-2 一8 +13 

-1 一17 + ?
0 -20 0

+1-17-9 

+2-8 -13 
+3+7-7 

+4+7+14

一? +3 -42 

一7 +2 +14 

-5 -1 +35 

-3 一3 +31

-1 -4+12 

+1 -4 —12 
+3 -3 -31 

+5 -1-35 

+7 +2 -14

+9 +6 +4 2

-5 +15-350 

一4+6+6 

-3 —1+22 

-2-6 +2る 

-1 -9+14 
0-100

+1 一9一14 

+2-6 -23 

+る - 1 -22 
+4 +6-6 

+5 +15+30

-1 +55 -3う 

-?+25+3 

一7+1+21| 
-5 -17 +25 

-3 -29 +15 

-1 -35 + 7 

+ 1 -35 - 7 | 

+ 3 -29 -19 

+ 5 -17 -25 
+7+1 -21| 

+9 +25 - さ 

+1 +55 +3ミ

168168204 c
2X-9

X2-9X+15 3
(2X3-27

X2 +10 3X T

-99 )

50 2772 90
X - 5 

,X2-30X+55 
6(5X3一75X2 
+ろ16X-330

330 132 2580
2 X -11
(X2-11X+2

2) 。
%(10X7-165
X2+761X-85 
ど〕

110 853 4220 
x-6

X2-12X+26
K5X3一90X2 
+451X-546)

572 120125148
2又-13 | 

3X2-39X+91
(2X3-3?X2-

211x-27る) |

自由度 2

2 が8える試行の百分率

5 0 25 1 0 5 2.5 1.0 0.5 0.1 _
1 0.4 5 132 270 384 5.02 6.65 7.86 10.83

2 1.359 277 4.60 599 Z58 2.21 10.60 1 382

3 2.36 4.11 6.25 Z81 3.35 1134 1284 1627

4 536 5.38 7.78 3.49 11.1 4 1 5.28 1486 18.4 6

5 4.55 6.62 3.24 11.07 1283 1509 16.75 2052

6 535 7.84 10.64 1259 14.45 16.81 1855 22A6

7 6.34 2.04 1202 1 4D7 16.01 18.48 20.28 2452

8 Z34 10.2 2 15.55 15.51 1Z55 20.09 21.96 26.12

9 834 1 1359 14.68 16.92 19.02 21.6 7 2559 2788

10 .34 1255 15.99 1331 20.48 25.21 25.19 23.59

11 1034 13.70 17.28 19.48 21.9 2 24.7 2 26.7 6 31.26

12 1134 1484 1855 2103 2334 26.22 2830 529 1

13 1234 15.98 1.81 2236 24.7 4 2769 29.82 3453

14 1 334 1712 21.0 6 2368 26.12 29.14 3132 36.12

15 14354 18.24 225 1 25.00 27.49 3058 3280 3770

14 15.34 1.57 23.54 26.50 2884 32.00 54.2 7 3325

17 16.34 20.4 9 24.77 2Z59 50.19 55.41 55.7 2 40.7 9

18 t7.34 21.60 25.9 9 2887 3153 54.80 3716 423:
19 1834 22.72 27.20 30.14 3285 56.19 38.58 4382

20 1.34 25.85 284 1 31.41 54.1 7 3757 4©00 4532

22 2134 26.04 50.8 1 55.92 56.78 40.2 9 4280 4 827

24 2334 28.24 55.20 56.42 39.56 42.98 45.56 51.18

26 2534 50.4 5 3556 38.88 41.92 45.64 48.29 54.05

28 2734 3262 5Z92 4134 44.4 6 48.2 8 50.9 9 56.8 9
歴I

2934 34.80 40.2 6 4 5.7 7 46.98 50.89 55.6 7 5.70

※ 目由どが 30より 大きい時には x2x一 2"一/ が近似的に正規分布才 

るということを使う。

自由度45のx"の直か74.23 であるとする。2 *74.23 -2* 45-, 
は近似的にに規分布をする。IX表を使えこの上 う に高い 値が他 る のは、 

偶然だけのrっでべ行の1 %以下であることが介る。
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「補 註」

A88oc1ated MAeasurment 、 運関のノンラ メン ト リグク検定 

法 を含む図形的解析 法○ﾡみら始:つている。こxで行っている 

個相関についての記述に批判の余地かある。 正の象限に含ェ 

nれる震ﾡﾡのメグアンの点で該分図を二分し、 その師谷Pて求め 

たもの 二変量x.Y間のを考者は定ﾡし、 のェにﾡいている 

xy =4P一1

無限母築団でぐxyの価、 生相関の時にはま1、無 他 関の 

時には0でるる。 又xとYがﾡ相関の場合に。 "xyの分布は母 

祭団の形と関保がなく、 したかって独立性に関するノンパラメト 

リ ッ枚ﾡを行 う こ とができる。二変量正規母ﾡ団では w.F.Bhepn
ardの公式から、 ヴxyは積相ビ係数PrOdiCて mOment CO9ff1c-

1entPxy と関係があるo

Pxy=01n (-含*y一 I2)
次 に Qu6nOu11e氏 側中央相関 係区 ぞ式で 定委 している。

xy 二xyクyz 
みっ"ュ ア ta)

この式の由来示していないし、一貫してこの式か使われて 
いるか、 これ は積率相関 係数とのﾡ似性から導びかれに次式の瞬 
ﾡでないかと思う。ヴxy 一 dxz ヴz

(1一dメェ)(1-ヴ3z光 (4)

工とYとが独立であれは、 もつとはつきりする。 この時に、 

dxyz.exyzか、よらずしゝ0とはならないが、 明らかに さxy X り 

高に小である。 しか、しゅyz e、zの0になることはPxyz か小で 

あることを逐ﾡしているのではない。 例えは Pxy =0696 Pxy一Pyz 

z=0891 と すれ は ○x=o.._= 0でめるにもかゝわらずP、vz

ヴxyz=や.xyz = 0 となって一 1 に近ﾡさせることかできる。個 

相関"ぞ無批判に便う と試りを犯し島いことなばつき りさせるた 

めにﾡ明 したのである。

同様に Ma.G.Kendnll 改授か彼の思位相拠法 Rnnk Oorrelati on 

Methode で示している偏 m位相 関係数についてゝ同様なこ とがえ 

る。 正規母集団のﾡ本から浮びかれるﾡ位の理議、一般的取位 

理論のﾡく特殊な場合 Kerdall の偏相関係数T は運統母集団の形 

に誤った概念を与える とい う こ と注目に価する。正 規母 築団か 

らのﾡ本のTの期待に(2) と同じ形で与えられるから、 e○場合 

と同じこ とが起る。

母集団が正規である場台には、 個相関を計算丁る前に2)又ば(5 
式で P又はTx変形することに工 り、 この困難性はもちろん避る 

ことかできる。一般的方法としてこれに対して若干の反対もる 

る o

3)4)式はいづれも完全に誤つた結果ぞ導び く こ と% あ り うる。 

特係三変量正規母集団を考えてみると、 この点かはつきりする 

例と して、x=ア+2 そ考えてスる。この場合ア 2夫々独立に正 

規分布るするるのとする。 してかって、.Zを固定すれは、 又はy 

と完全相関がるる。 しかし ゆxyz=®xy一4 xyz= 13 したかつて偏 

相関みの価、 2を固定させても相関は変らないか、 変ったとし 

ても価かであることを示している。 このぁ合、 Zを固ﾡ定させた時

(280) (28I) ,


