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胸高直径から樹高を推定する関係式はいくつか提案さ
れているが、拡張相対成長式 (Ogawa et al. 1965) もその
ためによく使われる。直径 (D) と樹高 (H) についての拡
張相対成長式は以下の式で与えられる。
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ここで、HD は樹高測定高、また a および h、HMAX は
パラメーターであり、とくに HMAX は最大樹高である。

拡張相対成長式のパラメーターは、非線形最小二乗法
または最尤法 ( 島谷 2012) により推定することが可能で
ある。しかし、多樹種のパラメーターを同時推定する場
合や、測定誤差を考慮した場合には単純な非線形最小二
乗法は適用できず、最尤法でも困難となる。このような
場合でも、MCMC 法 (Markov Chain Monte Carlo; マルコ
フ連鎖モンテカルロ法 ) を利用したベイズ推定ならばパ
ラメーターの推定ができる可能性がある。今回、新し
いベイズ推定ソフトウェアである Stan (Stan Development 
Team 2014) を使用して、樹種間差および測定誤差を組み
込んだ拡張相対成長式のパラメーター推定をおこなうこ
とができたので、その方法を報告する。Stan はハミルト
ニアンモンテカルロ法を採用することで、従来のベイズ
推定ソフトウェアよりも効率的に推定をおこなうとされる。 

実際のデータとして、伊東 (2001) にて使用したデータ
を利用した ( 表 S1)。このデータは銀閣寺山国有林の 15
樹種の幹から得たものであり、各樹種について 12 ～ 17 本
の幹、合計 232 本を測定したものである。胸高直径は各
幹 1 回の測定だが、樹高は、測定誤差を考慮して 1 ～ 4 回
の測定をおこなった。

幹 i の樹高の j 回目の測定値を Hij (m)、幹 i の真の樹
高から胸高の 1.3 m を引いた値を Hi (m) とした。樹高の
測定値は、次式のような対数正規分布に従うとした。

ただし、
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2 (    σ     ) )  である。
                                                                   

2  Hij － 1.3 ~ LogNormal (logHi, σH)

また、幹 i の胸高直径の測定値を Di(cm)、幹 i の「真
の胸高直径」の値を Di(cm) とした。胸高直径の幹ごと
の誤差は次式のような正規分布に従うとした。

                                       
2 Di~Normal(Di,σD)

今回のデータでは胸高直径は各幹について 1 回しか測
定しておらず、測定誤差の推定はできない。ここでいう

「真の胸高直径 Di」とは、推定式へのあてはまりをよく
するため、胸高直径を適宜増減させた結果を意味する。
このため、幹ごとの誤差 Di－Di には、胸高直径の測定
誤差と幹ごとの推定式からのずれとが含まれる。

拡張相対成長式から以下の関係が導かれる。
                                                                          

hsilogHi
 = log asi
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 logDi
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 + εi

ここで、si は幹 i の樹種であり、asi、hsi、HMAXsi は樹種 si

のパラメーターである。とくに HMAXsi は樹種 si の最大胸
高直径である。また、εi は、拡張相対成長式により推定
される樹高からの個体ごとの誤差である。樹種ごとの
パラメーター asi

、hsi
、HMAXsi

は、それぞれの平均 a、h、
HMAX から、樹種ごとの誤差 εasi、εhsi、εHMAXsi を対数スケー
ルでもつとした。個体ごとの誤差 εi および樹種ごとの誤
差 εasi

、εhsi
、εHMAXsi

の事前分布は階層事前分布とし、平
均が 0、標準偏差がそれぞれ σ および σa、σh、σHMAX の正
規分布にしたがうとした。樹種ごとの差を階層化してモ
デリングすることにより、多樹種についてパラメーター
を同時推定することができる。これにより、樹種ごとに
個別に推定するよりも安定した結果が得られると考えら
れる。また、データの少ない部分でも、事前分布（この
場合は樹種間差を含めない平均的な値の分布）に近づく
ものの、一応の推定が可能となる。

        εi ~ Normal(0,σ2)　　　　　　　　　　　
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   logasi ＝ loga+εasi ,                     εasi 
~ Normal(0,σa)

   loghsi ＝ logh+εhsi , 
                                  εhsi 

~ Normal(0,σh ) 

logHMAXsi
 ＝ logHMAX+εHMAXsi,　εHMAXsi ~ Normal(0,σHMAX)

                                                                                 

2

樹種間差および測定誤差を考慮した胸高直径－樹高関係のベイズ推定
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図 1．各樹種についての胸高直径および樹高の測定値の平均 
(点 ) と、推定された胸高直径－樹高曲線 (実線 ) 、
および樹高の 95%信用区間 (灰色の領域 )

パラメーター D、σD、σH、σ、σa、σh、σHMAX の事前
分布は [0, 1000]の一様分布とした。また、loga、logh、
logHMAX事前分布は平均が 0、標準偏差が 100の正規分
布とした。

Stanのモデリング言語により記述したモデルをリスト
S1に示す。4本のマルコフ連鎖を用いて、各鎖について
35000回の繰り返し計算をおこなったが、最初の 5000回
は使用せず、後の 30000回から 30回ごとに各パラメー
ターの事後分布のサンプルを採取した。Gelman-Rubin統
計量と、各マルコフ連鎖の軌跡を目視することにより、
収束を判断した。
計算により得られたサンプルから求めた Gelman-Rubin
統計量はすべてのパラメーターについて 1.04より小さ
く、また各マルコフ連鎖の軌跡も十分に重なり合ってお
り、計算結果は定常分布に収束していると考えられた。
樹種差を含めない平均的な最大樹高の対数 logHMAXの事
後平均は 2.83、95%信用区間は 2.49～ 3.23と推定され
た (表 S2)。この事後平均の値は樹高 16.9 m程度に相当
する。樹高の測定誤差のパラメーター σHの事後分布の
平均は 0.03と推定された。この値は、測定値が真の値
の 0.94～ 1.06倍の範囲におさまる確率が 95%であるこ
とをしめす。胸高直径の誤差の標準偏差 σDの事後分布
の平均は 0.50となった。これは、胸高直径の誤差が±
0.98 cmの範囲にある確率がおよそ 95%の確率であるこ
とに相当する。

樹種ごとのパラメーターの事後分布の平均および 95%
信用区間を表 S3にしめした。事後平均から予測される
各樹種の最大樹高の予測値はスギ (Cryptomeria japonica) 
で最も大きく 31.9 mと推定された。次いで大きかった
のはコナラ (Quercus serrata) で、23.8 mであった。一方、
最も小さかったのはネジキ (Lyonia ovalifolia var. elliptica) 
で 13.2 m、次いでカナメモチ (Photinia glabra) で 14.0 m
であった。各樹種の測定値と、パラメーターの事後平均
により予測される胸高直径 –樹高曲線と、樹高の 95%
信用区間とを図 1にしめした。各樹種の最大樹高の事後
平均はおおむね妥当な値が得られたと考えられる。ただ
し、信用区間の幅は広く、かなりの不確実性が認められ
た。とくに、サカキ (Cleyera japonica) やヒサカキ (Eurya 
japonica)、ネズミモチ (Ligstrum japonicum) などでは、デー
タが得られていない部分が広く、こうした箇所では事後
平均は事前分布に近くなり、信用区間は幅が広くなって
いると考えられた。
以上の結果をまとめると、各パラメーターの事後平均
にはおおむね妥当な値が得られており、拡張相対成長式
のモデル化として今回のモデルは妥当であると考えられ
た。ただし、不確実性を減少させるためには、さらに大
きなサンプルサイズや、幅広い樹木サイズからのサンプ
リングが必要であると考えられた。
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表 S3各樹種のパラメーター a、h、HMAXの事後分布の平

均および分位点
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